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Abreviaturas y convenios

Abreviaturas

ecS ecuacién de SCHRODINGER esMB estadistica de MAXWELL-
L, BoLTzMANN

ecD ecuacion de DIRAC

0O ecuacion de ondas esBE estadistica de BOSE-EINSTEIN

ecM ecuaciones de MAXWELL esFD estadistica de FERMI-DIRAC

CG coeficientes CLEBSCH-GORDAN st sistema de referencia

exSG experimento STERN-GERLACH CM centro de masas

Unidades y terminologia

Se utilizara de modo preferente el sistema cgs. Atencion a las constantes en las ecuaciones
del electromagnetismo.

estacionaria se dice de una magnitud que es constante en el tiempo (con derivada parcial
respecto al tiempo nula).

homogénea se dice de una magnitud que no es funcién de punto (las derivadas parciales
respecto a coordenadas espaciales son nulas).

Notacion

Operadores

En modo matemético WTEX (y por tanto LyX) utiliza por defecto niimeros tipo Roman
mientras qye los caracteres son tipo Italic. Para caracterizar las magnitudes fisicas escalares
utilizaremos letras de tipo Italic, en cursiva. Ejemplos son la distancia al origen r, la
frecuencia w o la energia F. Las magnitudes vectoriales vendran escritas en Roman negrita
como, por ejemplo, B y p que son respectivamente la induccion magnética y el momento
lineal. Para los operadores se utilizardn letras Roman (r, H respectivamente el operador
asociado a la coordenada radial y el hamiltoniano) excepto si son operadores vectoriales
en los que emplearemos letras rectas y sencillas mediante la font Sans Serif (L, p, r son el
momento angular orbital, el momento lineal y el operador asociado al vector de posicién).
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En el cuadro 0.2 situamos juntas para su comparaciéon algunas magnitudes fisicas y el
observable asociado.

Magnitud Posicién | Distancia | M. lineal | M. angular | Energia
Simbolo Mag. r r P L H
Simbolo Oper. r T p L H

Cuadro 0.2: Notacién para operadores.

Nota: la aplicacion de este convenio notacional condujo a algunos conflictos, por lo que
no es completa a lo largo del documento.

Aproximaciones, igualdades formales

Haremos dos tipos de calculos aproximados:

= De precisién “orden de magnitud” (simbolo =). Estos cdlculos pueden ser inexactos
hasta en un orden de magnitud.

= Célculos més finos, pero, por supuesto y como muchas veces en fisica, no totalmente
precisos (para ellos utilizaremos el simbolo ~).

Por otra parte, el simbolo = se utilizara para denotar igualdades formales, es decir, igual-
dades que no deben entenderse mateméticamente del modo convencional estricto (porque
no tendrian sentido). Un ejemplo de esto lo constituye la regla mnemotécnica del producto
vectorial que lo “iguala” (en el sentido de =) a un determinante, algunos de cuyos elementos
son escalares y otros de los cuales son vectores.

Clasificacion de los problemas

Es conveniente saber cudl es el propésito de cada problema y sobre qué puntos merece la
pena incidir a la hora del estudio de la resolucién de problemas. Por eso se han clasificado
los ejercicios utilizando los siguientes codigos.

[T) Problema de naturaleza teorica que complementa las clases de teoria.
[TS] Problema tedrico suplementario.

[A] Problema de aplicacién de la teorfa.

[X*] Los problemas marcados con un asterisco presentan una mayor dificultad.

12 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




1 Preambulo tedrico

1.1. Postulados

Primer postulado

El estado de un sistema fisico viene caracterizado por una funcién de onda t(r)™),
definida en el espacio de posiciones, que es de cuadrado sumable. Es decir, su norma al
cuadrado

Aﬂwaz/ﬁﬂwuw,

es una cantidad positiva y finita. La interpretacién de Born de la mecanica cuantica asocia
a la cantidad

|4(r)|

N2 ()
la interpretaciéon de una densidad de probabilidad de la particula en la posicién dada por
r. Podriamos restringir el espacio de funciones de manera que la norma N = 1, o de
forma que s6lo contuviese funciones tipo C“. Sin embargo desde el punto de vista del
desarrollo del formalismo no suponen una gran simplificacién de modo que leventaremos
estas restricciones.

Si introducimos el producto escalar de dos funciones ¢ y 1 como

wwz/mwmwm

el espacio funcional anterior es un espacio de Hilbert F que satisface las siguientes propie-
dades:

1. Todas las propiedades de un espacio lineal de dimensién finita con producto escalar
en él.

2. Completitud y Separabilidad.

Definimos un conjunto ortonormal y completo de funciones {¢1, ¢2,- - ¢4, --- }?) | que no
pertenece necesariamente al espacio de Hilbert, y que verifica

1Para simplificar el formalismo admitiremos que el sistema consta de una sola particula
2Considero que se trata de un conjunto numerable para poder simplifcar el formalismo

13



1 Preambulo tedrico

Lo (¢ilg) = [ drgi(r)d;(r) = b
2. Y2 0i(r)¢; (') = 267 (r)¢i(r') = 6(r — 1)

Cualquier funcién de onda puede escribirse entonces como

b(r) = / a5 — ' )p() = 3 6ulr) / d' Gr (V) = S (i) 4(r) = 3 i),

Yy Su norma es

N2(¢) = /dr ‘Zci¢i : = chz‘cj (ilo;) = Z |Cz‘|2

Estos resultados tienen un gran valor ya que nos indican que cualquier funcién de onda
de nuestro espacio F puede caracterizarse por un conjunto de valores (en este caso los
coeficientes ¢;) diferentes a los valores de la funcién de onda en los distintos puntos r del
espacio. No es de extranar que se piense en los elementos del espacio F més como vectores
abstractos que como funciones. Por ello, en los sucesivo llamaremos a F espacio de estados
y representaré a sus elementos en numerosas ocasiones con la notacién de DIRAC [¢)).

Segundo postulado

A toda magnitud fisica medible O le corresponde un cierto operador O que actia so-
bre los estados del espacio F. El operador asociado O debe satisfacer dos propiedades
esencialemente:

1. Es autoadjunto

2. Sus vectores propios constituyen un sistema ortonormal completo que permite desa-
rrollar cualquier funcién de onda.

Un operador que satisface estas propiedades se dice que es un observable.

Tercer postulado

El resultado de cualquier operacion de medida de la magnitud O es uno de los valores
propios del operador O correspondiente.

Cuarto postulado (principio de descomposicion espectral)

Supongamos que el observable O tiene un espectro discreto y no degenerado. Si denota-
mos los autovalores y autovectores de O por O; y |v;) respectivamente tenemos

Olv;) = O;lv;) «— discreto

O; # 0Oji#j «— no degenerado

14 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




1.1 Postulados

Los autovectores |v;) constituyen una base ortonormal en la que podemos desarrollar cual-

quier estado
oo
) = Z ¢; |vi)
i=1

Entonces, la probabilidad de que una medida de la magnitud O dé como resultado el
autovalor O; es

W)y (Wly)

Si la norma (t]1)) = 1 entonces la expresién toma la forma particular

P(0;) = |ei|” = |{vs|)]?

Un hecho de extraordinaria importancia es que toda medida sobre un sistema tiene
caracter destructivo y altera profundamente la estructura del estado que caracteriza al
sistema. Se produce la llamada reduccion del paquete de ondas: independientemente de
cudl fuera el estado previo, a partir del momento inmediatamente posterior a una medida
con resultado O; el estado del sistema es |v;), el autovector correspondiente al autovalor
medido.

Ejemplo

|r) caracteriza a una particula que se encuentra en la posicién dada por el vector r, es
decir son autoestados del operador posicion

rle) =rlr),
y constituyen una base ortonormal generalizada, esto es

(r|r") = §(r—r')
farlal = 1

Si el sistema se encuentra en un estado normalizado [1)), la amplitud de probabilidad de
encontrar la particula en la posicién r, es decir la funcién de onda ¢(r), vendra dada por

P(r) = (r[¢)),

y podremos escribir

o) = [[deie) i) = [ deow) ).

expresion en la que se observa que las componentes del vector de estado en la base |r) son
precisamente los valores de la funcién de onda en los distintos puntos del espacio.

Analogamente |p) representa el estado de una particula con momento bien definido, o
formalmente

http://alqua.com/IFC2 15
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1 Preambulo tedrico

plp)=pPIp)-

Estos estados también constituyen una base ortonormal y por tanto tenemos que

(plp") = d(p—p)
[dplp)(pl = 1

La amplitud de probabilidad de encontrar la particula con momento p si el estado norma-
lizado del sistema es |¢)) viene dada por

o(p) = (PlY),

es decir, la funcién de onda en el espacio de momentos es la proyeccién del estado del
sistema sobre el bra (p|. También podemos escribir

) = / dr |p) (ply) = / dr(r) p).

Quinto postulado (evolucién en el tiempo)

La evolucion del estado del sistema esta gobernada por la ecuacién de SCHRODINGER

o)
H () = i 2

Consideremos, a modo de ejemplo, dos casos particulares en los que la evolucién temporal
es muy distinta.

1. Si el estado [1(t)) del sistema posee energia bien definida (es autoestado de H)
entonces

H[y(t)) = Ef(1))
y la solucion a la ecuacién de SCHRODINGER viene trivialmente dada por

(1) = e 17 |g)

donde |¢) es independiente del tiempo y al igual que [¢(t)) satisface

H[p) = E[$)

que es la denominada Ecuaciéon de SCHRODINGER independiente del tiempo.
Por tanto la evolucion temporal de un estado de energia bien definida es trivial, ya
que toma la forma de una fase.

2. Vamos a considerar ahora un caso distinto. Para simplificar, admitiremos que el
espacio de estados tiene dimension 2 y que una base del mismo esta formada por
los estados independientes del tiempo |@1) , |¢2). Podria (solo podria) tratarse de los

16 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




1.1 Postulados

J

©c o o ©°
N B O @

5 0 15 20"

Figura 1.1: Valor de los coeficientes en funcién del tiempo

autoestados de un cierto H. Entonces el vector |1 (t)) que define el estado del sistema
siempre puede descomponerse como

[¥ (1) = c1 () [@1) + c2 (F) [¢2)

donde |e1 (£)]* + |e2 (£)]* = 1 si el estado estd convencientemente normalizado. Su-
pongamos que en el instante inicial ¢ = 0 |1 (0)) = |¢1); entonces para t = 0 se
tiene ¢; (0) = 1 y ¢2(0) = 0. A medida que ¢ crece los valores de los coeficientes
evolucionaran (mds o menos) como se muestra en la figura 1.1. La probabilidad de
que al efectuar una medida en un instante posterior ¢ se encuentre en el el estado 2
viene dada por

Pios(t) = le2 (8)]* = [(gal0o ()]
en donde simplemente hemos utilizado el postulado 4.

Ya que el sistema se encontraba inicialmente en el estado 1, esta expresién también
se conoce como probabilidad de transicion del estado 1 al 2 en el intervalo de tiempo
t.

Consideremos un numero enorme N de sistemas que s6lo poseen dos estados que denota-
remos como 1y 2, tales que E; > Fs. Supongamos que realizamos un experimento en el
que en el instante ¢ = 0 de tiempo los N sistemas se hallan en el estado 1. A medida que
el tiempo transcurre algunos sistemas transicionan al segundo estado. Llamemos n(t) al
numero de sistemas que se encuentran en 2 justo en el instante de tiempo ¢. Normalmente
los dispositivos experimentales que se disenan para medir n(t) lo que hacen es detectar
y contar las particulas que se emiten en las transiciones desde 1 a 2 (si E; < Ey se ab-
sorberfan particulas). Habitualmente por cada sistema que transiciona se emite una séla
particula. Por ejemplo si se trata de transiciones de tipo electromagnético dichas particulas
son fotones. Desde tiempos histéricos se sabe que la funcién n(t) satisface

n(t) = At,

y por tanto

http://alqua.com/IFC2 17
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) A, dPis()
Poa) = =§t — —

es decir, que la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo es una constante.

:)\7

Reglas de correspondencia

Al actuar sobre la funcién de ondas en el espacio de posiciones asociamos a los vectores
r, p, dados en coordenadas cartesianas, los siguientes operadores

r = r
p = p=—ihV

Es conveniente recordar ahora la definicién exacta de momento lienal. Si L es el lagran-
giano del sistema, el momento lineal de la particula viene dado por

_oL
T ov

En sistemas sencillos donde el potencial no depende de las velocidades, momento lineal p y
cantidad de movimiento mv coinciden. Sin embargo pueden existir diferencia apreciables
en sistemas méas complejos

Ejemplo Cuando la particula interacciona con un campo electromagnético externo ca-
racterizado por sus potenciales escalar y vector, el momento lineal no coincide con mv, y
viene dado por

p

p=mv+ KN
c
ya que el lagrangiano de este sistema es de la forma
1
L= imv2—|—gv-A—|—q¢
c

donde ¢ y A son el potencial escalar y vector respectivamente. El hamiltoniano correspon-
diente a L es

(mv)?

1
H=pxv—L=-mv?+qp=
2 2m

+ q9,

y teniendo en cuenta que mv = p — ZA toma la forma

g -1

Queremos insistir finalmente en que es el momento lineal el que lleva asociado el operador—ihV

y no la cantidad de movimiento, salvo que ambos coincidan. Por el contrario es la cantidad
de movimiento mv = p — A la que aparece en el hamiltoniano.®). Aplicando las reglas
de correspondencia tenemos

3Para el resto del curso conviene fijarse muy bien en el signo entre p y %A7 porque a veces se producen
confusiones derivadas del hecho de que la carga del electrén es ¢ = —e.

18 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




1.2 Teoria de perturbaciones estacionarias

H—H= % (p— %A)2 +qo = % (—z’hV - %A(r,t))Q +qo(r, )

1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

En esta seccion, asi como en la siguiente, vamos a introducir métodos para obtener
de forma aproximada los estados propios y autoenergias de la ecuacién de SCHRODINGER
independiente del tiempo. Este tipo de desarrollos son muy importantes porque, en general,
no resulta posible resolver de forma ezacta la ecuacién de SCHRODINGER.

Supongamos que el hamiltoniano del sistema puede escribirse como

H=Hy,+ \W

donde Hy es el hamiltoniano no perturbado cuyas autoenergias y vectores propios son bien
conocidos

Hy |n) =€, |n)

Puesto que Hg es un observable sus vectores propios forman un conjunto ortonormal com-
pleto, esto es

<n|m> = dum
>Xiny{nl = 1

El segundo término del hamiltoniano es lo que llamamos la perturbacién (de Hy). En un
problema fisico concreto el pardmetro A toma un valor determinado en ciertas unidades.
Ahora, para desarrollar el método, admitiremos que es un pardmetro libre.

El problema que queremos resolver es la ecS independiente del tiempo correspondiente
a H,

H |¢n> =E, |1/)n> (1'1)

Proponemos una solucion en forma de serie de potencias del parametro A

0 1 2

|¢n>:’w£)>+/\’w£)>+/\2’w£)>+... 12)

E, = EY + AEY + N2E(
La idea que subyace en este método es que en aquellos problemas concretos donde A\ toma
un valor muy pequeno podremos truncar el desarrollo y quedarnos sélo con sus primeros
términos. Desde un punto de vista méas amplio, aunque los primeros términos del desarrollo
nos porporcionen valores razanables, no estd garantizado que las series anteriores converjan.

Introduciendo las soluciones 1.2 en nuestra ecuacién de partida tenemos

(Ho + AW) Hw;0>> +A ‘¢;1>> + A2 ‘¢;2>> +.] = [EO +ABD + NED + ] Hwﬁf’)> .
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e identificando en esta igualdad los términos de igual orden en A obtenemos

(Ho - ED) [49) = (BD = W) [ulh=0) + BD [0k} + B |p=) 4.

Asi, para los valores de k£ mas pequenos resultan las siguientes igualdades

« k=0 (HO B Ego)) ¢$?)> — 0 (1.3)
e (ra—) o) = (5 ) o) o
U ) e wl) s ) 0

Vamos a introducir ahora el convenio de la normalizacion intermedia que se utiliza bas-
tante en teoria de perturbaciones y consiste en imponer

Py = 1
(6 1n) = 1

A partir del desarrollo previo (véase 1.2) tendremos
(60 ) =1 = (B0 ) + A (PO @) + 02 (pOp@) +... =1,
y como <1/)7(10)|w7(10)> =1, entonces

A(WOR0) + 22 (wOP )+ = 0

con A libre lo que nos deja el siguiente conjunto de igualdades
(601 =0 k=1

Estas nos indican que las sucesivas correcciones ’w(k)> .k > 1, que vamos anadiendo a la
funcién de onda de orden cero ¥(9), son independientes de la misma.

1.2.1. Teoria de perturbaciones: caso no degenerado

En este caso tenemos que

En F EmNFEM

y por lo tanto a cada autovalor le corresponde un tinico autovector.
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1.2 Teoria de perturbaciones estacionarias
Volviendo a 7?7 concluimos que E,(LO) es autovalor de Hg y que 1/17(10) es el autoestado
correspondiente. Por lo tanto

Er(LO) = &,
o) = )

(0)

Si el espectro fuese degenerado |y, > seria en general una combinacion lineal de todos los

autoestados |n) asociados al mismo autovalor.
Dado que los autoestados de Hy forman una base del espacio de estados siempre podemos

expresar wﬁll) > €como

U0) = 3 am ),

y usando la normalizacién intermedia

(np) = (WD) =0 = a0, =0

con lo que

o) =3 alm)

m#n

Vamos ahora a proyectar 7?7 sobre un bra (k| lo que da
S (B|(Ho = E)|m) am = (k[BD = W|n) = EDé0, — (k[W[n),
y en consecuencia

(ex — en) ax = EW by, — (k|W|n) Vk,n

Es conveniente distinguir los dos casos siguientes

| | ,ZC =N
0= EY —n|W|n) = EVY = (n|W|n)
m k#£n
(ex —en)ar = (k|W|n) =
:ak:_ﬁflwlm _ (kIW[n) .
Ek — En En —Ek
— w£1)>zzak\k> — Zm
ktn P
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Por lo tanto el caso k = n nos proporciona la correccién de orden 1 (en \) a la energfa y
el segundo caso nos da la expresion de la funcién de onda hasta primer orden

|¢n = Z IWl _|_...

k#n -

TL

Nuestro siguiente paso consistird en obtener la correccién de orden 2 a la energia del estado.
Para ello consideramos la ecuacién ?? y la proyectamos sobre (n|

(n|Ho = EQ| 0@ = ED (nlv ) = (n W] ®) + ED (nlu?),

y como

(s =0162) = (sm8) ) =0

<n|¢n > - 0

podemos despejar trivialmente

B = (nWlu)
_ 5 OOV (W) Zwvw
k#n €n —Ek k#n — &k

En resumen, las expresiones aproximadas que hemos obtenido para la energia y la funcién
de onda son

kAW n)|?
E, = €n+(n|)\W|n>+ZM+...
ktn En —Ek

a3 & k:|/\W| ORI

— &
k#n k

|thn)

Si las correcciones que vamos obteniendo son pequenas puede tener sentido retener sélo
los primeros términos. Para ello serd necesario que

[(n | AW|n)| < e,

[(EIAW[n)] < en — &kl

1.2.2. Teoria de perturbaciones: caso degenerado

Tal y como puede observarse, las ecuaciones anteriores no son validas cuando €, = &y,
n # m. Incluso cuando &,, >~ &, el desarrollo puede tener problemas de convergencia. Sin
embargo, el sistema de ecuaciones 7?7, 7?7 y 77 sigue siendo valido y, en particular, la propia
asignacién E7(10) =¢e,.
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1.2 Teoria de perturbaciones estacionarias

Lo que ya no es necesariamente vélido es la identificacion de los autoestados debido a
que ahora n no identifica un solo autovector sino un conjunto de ellos. Por eso cambiaremos

la notacién como sigue
Hn,r)=¢,|nr) r=1,2,...d

donde el nuevo indice r diferencia entre estados con la misma energia . Las soluciones
perturbativas expresadas como un desarrollo en serie son ahora

(2)
)

) = ]w >+A|w<”>+v
En, =E) + AES) + X2E§

(1.6)

ya que cada nivel n puede desdoblarse en d estados al introducir la perturbacién.
La forma mas general de los d autoestados de orden cero correspondientes al nivel n es

d
]wﬁﬁi} =Y awlns) r=12....d

s'=1

Los coeficientes a,.s» no pueden ser cualesquiera sino que vienen fijados por la perturbacién.
En efecto, proyectando ?? sobre los estados (n,s|, s =1,2,...,d

<n, S ‘Ho - Eﬁp)‘ 1/)7(11,7)«> = <n, s‘ (Enl W) > 1/)(0)

0 = Z<ns

ry

E(li W’ n,s >ars/

/n/i

que queda finalmente reducido a

d
Z (n,s|W|n,s") aps = EMars, 1,5€{1,...,d}
s'=1
o
(n,1|W|n,1) (n,1|W]|n,2) an a1
(n,2|W|n,1) (n,2|W|n,2) ar | _p o
— Lin,r
(n,d|W|n,d) Qrd Qrd
Esta ecuacién de autovalores nos proporciona las d energias en que se separa el nivel
n y los d conjuntos de coeficientes {a,s,8 = 1...d} que definen los correspondientes
autovectores.

Como casi todos los sistemas fisicos tienen niveles degenerados podria parecer que siem-
pre hay que utilizar teoria de perturbaciones degenerada y resolver la ecuacién anterior.
En ocasiones la matriz (n,r |W|n, s) es diagonal en los estados |n,r) y entonces podemos
recuperar la expresion del caso no degenerado a orden 1.
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Si (nr |W|ns) « d,s entonces

(n,1|W|n,1) a1 ap
(n,2|W¥|n,2) o | _p [ oo
(n,d|W|n,d) Qrd Ord
y nos queda
EY = (nr|Winr)y r=1...d

[w0) = Inr)

En los casos de aplicacién de la teoria de perturbaciones en este curso se dara habitual-
mente esta situacion por lo que utilizaremos teoria de perturbaciones no degenerada.

Ejemplo: perturbacion cuadratica en = del oscilador arménico

Consideremos una particula de masa m que realiza un movimiento unidimensional sometida al
hamiltoniano
P2 1 220 1 2 2 1 2
H="—+-mwz"+ - dmw'z” = Hy + = dmw’zx
2m = 2 2 2
que es la suma de un oscilador més un término cuadratico en x. El objetivo de este ejemplo

es calcular las autoenergias de este hamiltoniano de dos formas diferentes. Recordemos que los
autovalores de Hy son
1
Eg = hw (n + 5)

1. Primero procederemos al cdlculo de los nuevos autovalores de forma exacta. Para ello ob-
servamos que

2

1 21 21
H=Ho+f)\mw2m2:p——i—fmwQ(l—i—)\)xQ:——i—fmw x
2 2m 2 m

donde w’ = w+/1 + \. Por lo tanto podemos escribir que

Ly 1\ 1 AN
En—hw(n+2>—hw<n+2)<1+2 8+...>

2. Como estrategia alternativa procederemos utilizando teorfa de perturbaciones. Introducimos
los operadores de aniquilacién A y de destruccién AT definidos como sigue

A= (thw)_% (mwx + ip)
AT = (thw)fé (mwx — ip)

que poseen conmutador [A,A*] = 1. Se introduce también el operador nimero N = ATA
cuyos autovalores son simplemente los nimeros naturales

N|n)=n|n), n=0,1,2,...
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1.2 Teoria de perturbaciones estacionarias
El hamiltoniano no perturbado se expresa en funcién de este nuevo operador como
1
Ho = hw [ N+ 5

Ho [n) = fiw (N+%) \n):hw(n+%> In)

Algunas propiedades de los autoestados de N son

de manera que

a) ortogonalidad (n|n') = 6,n

b) aniquilacién A |n) = /n|n —1)
¢) creacién AT |n) =/n+1|n+1)
d) o = H(z) = (zln)

Expresando W en términos de los operadores de creacién y aniquilacién resulta

_ 1 e 1 2 _1 2 +)2
W—Qmwx —4hw(A+A) —4hw(A +(A) +2N+1)

Las energias aproximadas (hasta segundo orden en A ) se escriben

'[W]n)|®

0 |(n
En=Ep+A(n|W|n)+A* > 50— B0,

n#n’
Los tnicos elementos de matriz no nulos de la perturbacion son
(n|W|n) = Thw (n 2N + 1| n) = Thw(2n + 1)
n|W|n+2) = ihw<n|A2|n+2> il‘u.u[(n—{—1)(71—}-2)]1/2
(nWin-2) = Ihw <n‘(A+)2‘n—2> = Lhwn(n — 1)]'/2

Verifiquemos explicitamente el primero de ellos
<n|A2|n>:<n|AA|n):\/ﬁ(n\A|n—1 vn(n—1) n|n— = 0

(n|2N +1|n) = (2n—|—1)<n|n> = 2n+1

Il
o

Substituyendo en la expresién superior llegamos a

En:EO+)\—(2n+1)+)\2( w)” {

(n+1)(n+2) n(n+1) ]
16

ER - E2+2 E) —Ep_,

y teniendo en cuenta que ES — E2,, = F2hw, obtenemos nuevamente

2
Enzhw(nJr%)( TR )

Ejemplo: Teoria de perturbaciones (no degenerada) en un sistema de dos niveles
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Admitamos que el hamiltoniano del sistema, H, tiene la siguiente forma:
H=Ho+ \W
donde Hy es tal que conocemos sus autoenergias y autoestados
0 0 0
47 = £ )

Para reducir el formalismo a un minimo admitiremos que el espacio de estados tiene dimensién 2 y

Ho

por tanto el indice anterior toma valores ¢ = 1,2 . Como {

(;31(0) >} es una base de autofunciones
i=1,2

ortonormales, se verifican las siguientes relaciones
(1017 = (o81087) = 1
(el71687) = 0
El objetivo que perseguimos es resolver la ecS correspondiente al hamiltoniano completo

Hl¢) = E[¢)

cuando A < 1 (perturbacién pequena ). Cualesquiera que sean los autoestados exactos |¢), pode-
mos desarrollarlos como

|#) = a1 [¢p1) + a2 |p2)

Sustituyendo esta expresién en la ecS tenemos

Hig) = Bifof” )+ [¢f”)
= EBl9)
= Bar|¢{”) + Baz o)

(0)
2

Podemos poner los coeficientes 8 en funcién de los a. Proyectando sobre < (10)‘ y por <¢ ‘ para

aprovechar las relaciones de ortogonalidad se obtiene, respectivamente
0
(o HIo) = B
0
(o8 HIo) = 5o

Luego

g = (ol o)
(o8 1] (a1 |#7) + a2 |6§7) )
= (o1 H|6”) + a2 (o |H|6”)

B = an (&8 1) + (68 1] 68”)

Si al elemento de matriz <¢1(.0) |H| ¢§O)> lo llamamos H;; tenemos una matriz 2 x 2 que cumple

Hay = (68 [H] (") = (6 [ 68") " = Hi
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1.2 Teoria de perturbaciones estacionarias

por ser H hermitico (H = H™). Asf, las ecuaciones anteriores que expresan los 3 en funcién de los
« se escriben de forma més compacta:

b1 = oarHii+axHis =FEa
B2 = oa1Hz + axHz = FEas

Hy1  Hie o) _pfoer
H21 H22 (6] (6 %)

Los autovalores de esta matriz se obtienen a partir de la férmula

o bien

= Y Hyy 4 Hoo + |Hy — H 4|Hial”
Eiﬁ 11+ Hao £ |Hiy — Haol 1+m (1.7)

Vamos a proceder a calcular los diferentes términos de esta expresiéon de la energia para el ha-
miltoniano perturbado en funcién de los datos del problema, es decir, de la perturbacién AW, del

hamiltoniano no perturbado y de las energias y autofunciones de éste, EZ-(O) y ‘¢§0)> respectiva-
mente.

Hin = <¢§0) [Ho + AW/ ¢§0)> =B + <¢§0) W] ¢§0)> = B{” + AW,
Hyy = Eéo) + AWas
Hi2 = <<7550) [Ho + AWV| ¢éo)> = AWi2
la dltima igualdad se verifica en virtud de <¢§0) |Hol| q5é0>> = 0. Ahora necesitamos el término
4|Hyo|? _ AN |[Wia|?
(i = Ha)' 5O g0 A (Why - Wa)?]”
2
AN |[Wha|? 1
B 2 W11 —Wao
(Ef(]) B Eéo)) 1+ >\E§O>—Eé0)
AN [Whao

2
(- 55

Donde la dltima expresion es el primer término de un desarrollo en serie cuya exactitud depen-
de de que ‘E{O) - Eéo)‘ > A|Wi1 — Wasl, por lo que no puede haber degeneracién. La rafz la

4|Hyo|? 202 W)
Vi e = e o )
11 22 (Eio) _ Eéo))
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Figura 1.2: Tres niveles de energia por debajo del 0 y un continuo de ellos por encima.

Si enchufamos todo esto en la ecuacién 1.7

\? \VV12|2 3 (0) 2 |W21|2 3

EFi = Hi+——+O0N)=E;""+X\Wn+X—————+0(A
Eéo) _ Eio) ( ) 1 Eio) _ Eéo) ( )

A2 |[Wha| 3 (0) 2 |W12|2 3
FEy, = H22+E(0)_E§0)+O()\):E2 + AWas + A W—'—O(A)

0, por ejemplo, para la primera autoenergia:
2
(o8 ™)
By = B + (61" D] o{) + < ) +O(X%)

E}O) _ Eéo)

1.3. Método variacional

1.3.1. Descripcién

El objetivo que perseguimos en esta seccién es el célculo (aproximado) de las energias
y autofunciones del espectro discreto, y en particular del estado fundamental del sistema,
que supondremos no degenerado. Denotemos por E; a su energia, que es la mas baja del
sistema, y por |¢1) al estado correspondiente. El método variacional se basa en un teorema
debido a Ri1TZ que afirma:

Sea H un operador hermitico con espectro discreto y acotado inferiormente. Si
introducimos el funcional F

Bl e F— By = LD

(Y1)

entonces

EW] > ExV|y) € F, E[Y] = Ey sys [¢) = [¢1)

La minimizacién del funcional anterior o, para ser més precisos, la busqueda de los extremos
del mismo conduce a una solucién formal que nos indica que dichos extremos locales
corresponden a estados |¢) que son autoestados de |H). En otras palabras, la minimizacién
formal nos conduce a la ecS.
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1.3 Método variacional

Figura 1.3: Esquema de un espacio de HILBERT

Este resultado, aunque teéricamente muy elegante, no es de gran ayuda si no sabemos
resolver la ecS. En tanto y cuanto deseemos buscar soluciones aproximadas de la misma
conviene proceder de otra forma. En concreto, escogemos, basandonos en argumentos de
tipo fisico, una familia de estados (de prueba) |¢,(b)) y calculamos el funcional E co-
rrespondiente a estas funciones. En esta tltima expresion b representa un conjunto de
parametros de los que dependen las funciones de prueba. Por supuesto, que esta familia no
cubre completamente el espacio de estados (ver 1.3), pero basta que contenga el minimo
absoluto para que el método funcione. Cuando nos restringimos a nuestras funciones de

prueba
(¢ (b) [H| ¢ (b))
(¢ (b) |4 (b))

el funcional se reduce simplemente a una funcion de los parametros b.

Ely(b)] = = E[b]

1.3.2. Método variacional en un sistema de dos particulas

Sea un sistema de dos particulas de masas my, mso cuyas posiciones en un sr fijo son ry,
ro y cuyo hamiltoniano se escribe como

2 2
| %51 P2
H=—+——"=4+V(lry—r
oms  2mg T (Jr1 —r2|)

Se consigue una simplificacién notable del problema realizando el siguiente cambio de

variables L .
mir r r r .
R - Mt Malz _ MUl m22—>P:MR

mi + mo M

r=ro—r; — p=mr

siendo m = =472 la masa reducida del sistema. Tras el cambio de coordenadas el hamil-
toniano queda reducido a
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De esta forma hemos reducido un problema de dos particulas en interaccién en dos pro-
blemas de una séla particula. Una de ellas, con coordenada R , es una particula libre y la
otra cuya coordenada es r < <ve> >el potencial V.

En el sistema de referencia inercial asociado al CM se cumple que P = 0, con lo cual el
hamiltoniano queda reducido a

_p?

2m

H +V(r) r=|r|

Hasta ahora todo son cantidades clasicas. Para construir el operador asociado aplicamos
las reglas de correspondencia de SCHRODINGER

p — p = —ihV,
r—r=r
de forma que

FL2
H—H=-_—V’+V
Substituyendo V2 = %%r - ﬁ'g—; tenemos que

K21 9 L2
LY =
2m r Or? 2mr?

+V(x)

Cuando se resuelve el problema de autovalores correspondiente a este hamiltoniano se
encuentra que las funciones de onda de los estados ligados del espectro discreto son

¢nlm = ¢nlm (7’, 97 90) = Rnl (T) len (Q)

donde R,,; es la funcién radial y los arménicos esféricos V!, que obtenemos son los autoes-
tados del momento angular orbital y cumplen

L2yl = rAl+1Y,
LY., = mmY!.

/ dQ (Y,f;,)*Y,; = OO

De los casos simples que ya conocemos (dtomo de hidrégeno, oscilador tridimensional. .. )
parece deducirse que el estado fundamental siempre posee | = 0, y en consecuencia una
funcién de onda

RnO (T)

®no0 (I‘) = \/E

0_ _1
yva que Yy = Vo . -
Dado que estamos interesados en buscar aproximaciones al estado fundamental, podemos

proponer funciones de prueba que sélo dependan de la coordenada radial, esto es

30 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




1.3 Método variacional

y entonces el funcional de la energia sera

Jag Hel) Ao 0 { - v e ()
fdr|¢(7‘)|2 fd’l”"l"2|q§(r)‘2

E[¢]

1.3.3. Aplicacién del método al atomo de hidrégeno

Apliquemos estas expresiones al ejemplo tipico de sistema a dos cuerpos: el dtomo de
H;. En este caso

s m = 2er i, es la masa reducida
Me+May
2
. V(r) = —67

. . . . . . 2
= Conviene introducir la variable adimensional p = i, ag = T:Zez ~ 0,54

Asf el funcional se escribe

2 2 2
By [ dpp*6™(0) { st Ly + 21 6(p)

E 4]
[ dpp? |6(p)°
Ahora bien
K2 1 me?*
—_— = E
2ma3 2 h? r
y
ez me?
— = —=2F
aon h2 !

con lo cual llegamos a la forma final del funcional

J dpp*¢* (p) {%% %} ¢(p)
J dpp? |6(p)I?

Ya estamos en disposicion de proponer una forma para las funciones de prueba para lo
cual acudimos, como siempre, a argumentos fisicos. De los distintos ejemplos ya conocidos
parece deducirse que en el caso de potenciales que decaen a cero muy suavemente las
funcién de onda tienen la forma asintoética

El¢] = —Er

d(p) — e, p— oo

Precisamente por ello es razonable proponer funciones de prueba que tengan la forma de un
polinomio por la exponencial anterior. En el caso que nos ocupa investigaremos la funcién
més sencilla posible, que es la propia exponencial.

http://alqua.com/IFC2 31



http://alqua.com/IFC2

1 Preambulo tedrico

15
12.5

7.5

Figura 1.4: E [b]

¢ (b,p) = e .

Para obtener la funcién de la energia E(b) debemos calcular primero las siguientes inte-

grales
3 oo
_ 1 _ I'(3) 1
2 _—2bp 2 ,—z — —
/dpp e = <2b) /0 x¥e ¥dr = FTERTEL

donde hemos efectuado el cambio de variable x = 2bp y los limites de integracién son
0,00 tanto antes como después del cambio. Ademds hemos tenido en cuenta que I' (p) =
JdzaP~te ™ = (p— 1)L

Por su parte la integral que aparece en el numerador es

2 —bp d? 2 —bp —2bp 2 2 —2bp b—2
dpp“e R e " = [dp{(2b—2)pe —b*p°e }:'“:W’

donde se ha utilizado el mismo cambio de variable x = 2bp. Finalmente llegamos a la
siguiente expresion
b—2

42
1

Eb = E; 2% =p? —2b

163
Ahora sélo tenemos que minimizar E[b] respecto a b. El tinico minimo se obtiene para
b= 11y el valor de la funcién en el mismo es E [1] = —E; ~ —13,6eV. La funcién de onda,
que no estd normalizada, es

¢pr =€ ".

Como puede observarse los resultados obtenidos coinciden con los que se obtienen al re-
solver directamente la ecS. Ello es debido a que la familia de funciones propuestas contiene
el verdadero estado fundamental.

Es conveniente estudiar otras propiedades ademas de la energia para valorar la exacti-
tud del la solucién. Vamos a calcular, por ejemplo, el tamafno del atomo. Para estimarlo
usaremos el radio cuadratico medio (la raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de la
distancia electrén-—niicleo)

rgm = \/(r?),
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1.4 Suma de momentos angulares

utilizando la funcién de onda que hemos obtenido, es decir, ¢(1,7):

o Jdrorie  , [dppte™™ L, T(5) .,
(') = Tarerd ~ “0Tdppres ~ “0ar(z) ~— °W

Asfi el radio cuadratico medio vale

ram = /%) = V3ag

valor que es bastante razonable (el méximo de la funcién de onda para b = 1 estd preci-
samente en ag). En este caso la familia de funciones de prueba da lugar a un valor de la
energia y del tamano del 4tomo que son adecuados, pero podriamos encontrar funciones
de prueba que reproduciendo muy bien la energia proporcionen valores desastrosos para
otras magnitudes.

Utilizemos, por ejemplo, ¢(b, p) =

__pP

p2+b2

T —8b
2mh?

cuyo minimo ocurre en b = 7 lo que implica que la energfa del estado fundamental vale

E]) = E;

5

E= —%E[ ~ —0,81E1.
™

Este valor tiene un error del 20 %, lo que puede ser considerado aceptable en una primera
aproximacién. Pero ahora viene la gran desilusion: si calculamos el rgm obtenemos

<T2>—a2/ood L
= ag P =0
0 (

b + p?)*

Este resultado es debido a que la funcién de onda no decae suficientemente deprisa cuando
nos alejamos del origen. De hecho ¢(p) — % p — 00.

Podemos dar la siguiente moraleja: cuando utilizamos el método variacional, no basta
con calcular la energia, sino que hay que estudiar otras cantidades.

1.4. Suma de momentos angulares*
El momento angular de una particula en la mecanica newtoniana es
L=rAp
Es una funcién de las magnitudes r y p al que podemos asociar el siguiente hermitico
L=rAp

y aunque r y p no conmutan se verifica que L = —p Ar

4E] objetivo de esta seccién es que se sepa que existen los CG y qué tipo de estados relacionan. El libro
donde mejor se habla de momento angular es el [?].
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Figura 1.5: La determinaciéon completa del momento angular es accesible en la mecanica clési-
ca (izquierda) pero no en mecdnica cudntica (derecha), donde sélo el médulo y una
componente del vector pueden ser conocidos simultdneamente con maxima exactitud.

Ejemplo

Lz = IzPy — yPz = — (ery - pyraf> = - (P A r)z

De las propiedad de conmutacion de r y p se deduce que

Ly,L,] = ihL.
L.,L,] = AL,
L, L] = AL,

A partir de estas relaciones deducimos que las componentes del momento angular no se
pueden medir simultdneamente. Sin embargo

[La,LQ] =0a==x,y,2
Probemos, por ejemplo, con [LI, L2]

(L. L] = [Lo, 3] + [Le, 2] =
= [Lwa Ly] L, +Ly [an Ly} +(y «— 2) =
:ih{LzLy—i—LyLZ—LyLZ—LZLy}:O

En consecuencia, podemos medir simulténeamente L? y L, 6 L, 6 L,. Habitualmente se
escoge L,
Nuestro problema de autovalores es en este caso

L2 |im) = R%1 (14 1) |Im) 1€{0,1,2,...}
L, |lm) = hm |Im) me{-l,-1+1,...,0,1,...01} VI
(lm|l/m'> = 5ll’5mm/
En Mecénica Cudntica decimos que un estado posee buen momento angular si conocemos
simultdneamente su médulo y una de sus componentes. Esto es, si conocemos |L| y Ly.

Las otras dos componentes no toman valores bien definidos. Todo ocurre como el momento
angular precediese alrededor del eje z definidendo un cono.
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1.4 Suma de momentos angulares

Figura 1.6: Representacién grafica de L y L, para un sistema.

Supongamos que el momento angular del sistema se puede descomponer como
L=L,+L,

Podemos intepretar que Lgp son los momentos angulares de dos partes del sistema y
admitiremos que pueden medirse simultaneamente, es decir

I:Laa7 Lb,@] = 0

Denotaré por

|la7ma; lbmb> = |lama> |lbmb>

a los estados del sistema en los que esta bien definido el médulo y la tercera componente
del momento angular de cada parte

L2 lagma; lymp) = h2lg (Ig + 1) [lama; lymy)
Laz \lama; lbmb> = hmbla (la + 1) |lama; lbmb>
<lamalbmb‘l;mg; ;)m;;> = 5lal; 6lblg§mamé 5mbm;}

Ahora podemos interrogarnos sobre cual es la informacion que realmente podemos obtener
sobre el momento angular suma. En Mecanica Clésica donde conocemos realmente los
vectores Ly y Lp su suma también se encuentra bien definida. En Mecénica Cuantica las
cosas son mucho méas complicadas. Si pensamos en la imagen geométrica sencilla de los
vectores precediendo, tendriamos una situacién como la de la figura 1.7 en donde las tnicas
constantes del movimiento son

|La| ) |Lb|7 La,, Lo,y L,=La, + Ly,
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Figura 1.7: Suma de momentos angulares en mecéanica cuantica.

Para investigar de una manera mas formal este problema estudiemos algunos conmutado-
res. Se cumple que

Ly Ly = dhL,,...
L] = (Ll = [L,L%] =0
[L2,L°] = [L2,L.]=0 (a—b)

sin embargo
[Laza Lz} = [Laz7 La- Lb] 7é 0
Demostremos alguna de las propiedades anteriores, por ejemplo
(L2, = [L2, L2 + 13 +2La- L) =D [L2,La] Ly, =0,
o por ejemplo,
[Lz,LZ] = [Li,Laz + Lbz] = [LZ,LQJ =0.

De las expresiones anteriores se deduce, que en cualquier caso, el nimero maximo de
operadores que conmutan entre si es siempre igual a 4. En concreto, tenemos

{L L b L} | {G 4§ L L}
L T e e A

e ma; by mp> | Jla by 1 m>
Los elementos de una base son combinaciones lineales de los de la otra

|lamaa lbmb> = Z Cim |lalblm>
Im

La probabilidad de encontrar al efectuar una medida sobre el estado del primer miembro
un valor fiy/l (I + 1) del momento total y un valor hm para L, es

P (1,m) = [(Lalplm|lamalymy)|> = |Crm|?
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1.5 Energias en em™!

Puede demostrarse que los coeficientes C'lm son reales
Clm = (lalblm|lamalbmb> = <lamalbmb|lalblm>* = <lamalbmb|lalblm>

Precisamente para recordar que Cj,, es este elemento de matriz se utiliza en el desarrollo
anterior la notacién
lamalyms) = (Lamalymy|im) |lalylm)

lm

donde los coeficientes de mezcla reciben el nombre de coeficientes de CLEBSCH-GORDAN y
se demuestra que son cero excepto quiza si

S {|la_lb|7‘la_lb|+17---7la+lb}
m = Mg+ Mmy

Por ello se suele escribir de forma explicita

la+lp
[lamalymy) = Z (Lamalymp|lmg + mp) [lolplmg + mp)
I=|la—1y|

La transformacion inversa viene dada por los mismos coeficientes, aunque ahora se suma
sobre las variables mg, my

lalolm) = > (lamalymp|lm) [lama, lomy)

Ma,Mp

siendo m = mg + my,.

1.5. Energias en cm™!

Los experimentales utilizan en numerosas ocasiones un sistema de unidades en el que
las energias vienen dadas en cm™!. En esta seccién buscaremos que relacién existe entre
dicho sistema de unidades y el cgs. Recordemos que

h = 1,0545 x 107 erg x s
= 1,0545 x 1073%J x s en el MKS
= 6,582 x 1071%V x s en el MKS

¢ = 29979 x 10%m x s7!
he = 1973,21eV x A
he }
o = 1
{[E]

Vamos a expresar en distintos sistemas de unidades naturales (“un”, numerados del uno al

tres) la cantidad {2 (ver tabla 1.1).
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cantidad cgs un 1 un 2 un3
lﬁc 1,973 X 1075 cm 1 unaccxu"rwel €V71 Levfl
eV unenerg 27

Cuadro 1.1: En las “un 17 (tedrico I), h es la unidad natural de accién, ¢ es la unidad natural de
velocidad y 1€V es la unidad natural de energfa. En “un 2” (tedricoll) hi=1,c=1y
eV es la unidad natural de energia . En “un 3” (las que vamos a utilizar) h=1c¢ =1
y eV es la unidad natural de energia.

alqua.com/figuras ‘

Figura 1.8: Estructura fina de los niveles n = 2 y n=3 del hidrégeno. La distancia energética entre

niveles estd dada en em™!.

Tenemos, entonces, la siguiente equivalencia entre el cgs a la izquierda y un3 a la derecha

1
1,973 x 10 %°em = —eV 1,
2
leV = L -t
YT rx19mx1050"
~ 8066cm L.

Podemos hablar, por tanto, de 1eV o de 8066cm ~'segtin lo que nos resulte mas comodo. En
un experimento donde se miden las longitudes de onda de los fotones emitidos/absorbidos
en transiciones entre estados puede parecer natural medir también las energfas en em™!.

En este sistema la energia de ionizacién del H vale E; ~ 110000cm !

1.6. Cantidades utiles

2
= La constante de estructura fina a = £ = %7

= ic=1,973eVem
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1.7 Problemas y ejercicios

. S 4 2
= Energia de ionizacién Fy = é"gg = %ch# = % (mc2) a? = % (ﬁ) 0,5-10% eV ~
13,6eV

= Radio de BOHR ag = Joy = e — he 1~ 53 4

me? mc2e? mc2

1.7. Problemas y ejercicios

1. Considere una particula que efectiia un movimiento unidimensional sometida al si-
guiente potencial

1
V(z) = gmwaQ — gex

El primer término es un oscilador arménico, mientras que el segundo término repre-

senta la interaccién de la particula (de carga ¢) con un campo eléctrico estacionario
) . ) 2

y homogéneo e. Obtenga valores aproximados de la energfa hasta orden (¢ge)”.

2. Obtenga la energia del estado fundamental del hidrégeno suponiendo que el nicleo
es una pequena esfera de radio ry uniformemente cargada.

3. Aplique el método variacional para obtener la energia y la funcién de onda del estado
fundamental de un oscilador arménico.

4. Deduzca la energia y la funcién de onda del primer estado excitado del oscilador,
utilizando el método variacional.

5. Obtenga una aproximacién al estado fundamental del oscilador utilizando la siguiente
familia de funciones de prueba.

V(b z) =

2+ b

6. Un sistema se encuentra formado por dos particulas que poseen momento angular
bien definido y caracterizado por los nimeros cudnticos

lh =
mi

ly =

I
S = O =

mo =

a) Deduzca los posibles valores de L asociado al momento angular total

b) Escriba el estado anterior como una combinacién lineal de estados con buen
momento angular.
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Algunas soluciones

Ejercicio 1 (perturbacién de un oscilador arménico mediante un campo eléctrico)

Vamos a afrontar el problema primero utilizando la teoria de perturbaciones y después
aplicando un desarrollo en serie para dar una solucién exacta.

Método perturbativo. Las correcciones a la energia a orden uno y a orden dos son sendas

40

integrales. Para aprovechar las condiciones de ortonormalidad sobre las funciones de
onda del oscilador arménico, vamos a utilizar los operadores A y AT, intentando
expresar el operador X en funcién de ellos. Para ello, recordemos la expresion de A
y AT en términos de operadores conocidos

SIS

A = (2hmw)
AT = (2hmw)”

(mwX + 1P)
(mwX — iP)

Nl

de donde, resolviendo el sistema para X’

1

h

X:(m)Z(AJrA*)

Sélo queda calcular las correcciones. La primera es

BY = (o) |-g=¥] 6)
N
_ (0) +1 (0
o q€<2mw) <¢" |A+A |¢” >

cte x ({0 1AI6) + (60 | AT o))

Las dos integrales se anulan, porque sabemos que
Alga) = Valol)
AT [ga) = VaF1|ol))

y [ gbgo)qﬁ;o)dq = 4;; si las autofunciones del oscilador armdnico estan conveniente-

mente normalizadas. Por tanto E()) = 0. Tendremos que afiadir més términos al
desarrollo.
La segunda correccion a la energia supone mas engorro pero ningtin principio nuevo

©_ (0) '2
5™ _ ZWJ | M'¢”>
©) _ (0
ngi  Enl —Ej
2
e 5 (67 1+ o)
S 2w e B — B
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1.7 Problemas y ejercicios

-0.02 0.02 0.0 0. 06

Figura 1.9: La curva que pasa por el 0,0 corresponde al potencial no perturbado.

para n = j — 1 s6lo es no nula la integral con A" como operador, y paran = j + 1
la que tiene a A como operador.

nae? (6214600 (6 14162,

E® +
2 0) _ (0 ONO)
me B —E; B2 — Ej
(¢e)°
= 5 (n—(n+1))
_ ()
2mw?

donde he utilizado en los denominadores la expresién de la energia del oscilador
armonico, Ef«bo) = (n + %) hw.

Método exacto. Otra forma de resolver el problema consiste en darse cuenta que V (z) =

2 2
%mmeQ —qex = %mwQ (x — 717352)2 — %—5;532 = %mwzx'Q — %—5122 Como % = d‘i, se
puede escribir
H n? o d? + Lo ((15)2
=——— 4+ —mw " —
2m da’? 2 2mw?
que no es mas que el hamiltoniano de un oscilador armoénico idéntico al no perturbado
2
pero cuyo origen de potenciales ha sido desplazado en —% SZZ)Q . Por tanto
1 1 (ge)*
E, = hwln+<-)—-<
" < * 2) 2 mw?
_ EO _ 1 (q8)2
"2 mw?

Interpretacion El potencial antes y después de la perturbacion se encuentra representado
en la figura 1.9. La caracteristica esencial del oscilador armonico es que sus niveles
de energia son equiespaciados. Esto se mantiene al aplicar el campo eléctrico, pero

2
todos ellos se desplazan % (7:’1‘22 hacia abajo. Cabe senalar que el método exacto lo es

porque su validez no depende de la pequenez del campo aplicado, €. Sin embargo,

http://alqua.com/IFC2 41



http://alqua.com/IFC2

1 Preambulo tedrico

las férmulas del método aproximado no serian vélidas si € fuera grande. Por otra
parte, nos damos cuenta de que los términos E®) y sucesivos se anulan, pues con
un desarrollo truncado a orden 2 se obtiene la solucién exacta. Finalmente, se puede
decir que para cualquier perturbacién que dependa de una potencia impar de X, la
primera correccién a la energia es nula. ;Por qué?.
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2 Estructura fina del atomo de Hidrégeno

Supondremos en este capitulo que en los anteriores tratamientos que ha seguido el lector
se usé una ecS no relativista, asumiendo que la velocidad del electrén es despreciable frente
a la de la luz. Veremos que esto no es totalmente cierto, por lo que cabe esperar la existencia
de efectos relativistas apreciables. El espin juega un papel importante en este problema
y por ello empezaremos repasando la fenomenologia que dié lugar al descubrimiento del
mismo.

2.1. Experimentos que condujeron al espin
Fueron de dos tipos esencialmente

» Interaccién del 4&tomo con un campo magnético B estacionario y homogéneo (efectos
ZEEMAN y PASCHEN-BACK, que se diferencian en la intensidad de campo aplicado
y de los que estudiaremos sélo el primero).

= Interaccién con un campo B estacionario pero con un gradiente espacial relativamente
débil (experimento de STERN-GERLACH).
2.1.1. Interaccién con el campo magnético: el hamiltoniano

El hamiltoniano de una particula libre en un campo magnético

Como siempre, la clave para empezar a abordar el problema es identificar el hamiltoniano
que gobierna el sistema. Empecemos por considerar la expresion de H para una particula
de masa m y carga g sumergida en un campo B (no hay campo eléctrico). En el cgs

1 2
ne o t)
2m c
si B es homogéneo se puede escribir el potencial vector como
1
A=—-—-rAB
2
si tiene un pequeno gradiente serd valido sélo aproximadamente

1
A:—ir/\B
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aun asi, lo utilizaremos. En estas condiciones

H ! (p+ 2 /\B)2
= — —r
2m p 2c
P’ | g 2
= —+4+—1[p-(rAB AB) - AB
Y Lo (rAB)+ (rAB) B+ L I AB
con [r AB| = Brsinf) = Br,. Vamos a aplicar las relaciones del producto mixto, pero

teniendo en cuenta que cuando cuantizemos H los operadores p y r no conmutan, de
manera que conviene mantener el orden de los productos.

p-(rAB)=B-(pAr)

Como el momento angular es'") L =r A p.

2 2
1Y q q 2.2
H =2 _ 1gq B
2m  2mce +8mc2 L
- T+W1+W2

Interpretacion: el primer término es proporcional a B-L y se le llama paramagnético
porque orienta el momento angular del sistema (favorece que L sea paralelo/antiparalelo
a B segtin el signo de g). El otro, mucho méas débil, es proporcional a B*r? y se le llama
diamagnético (no tiene influencia sobre L).

Simplificacion del hamiltoniano

La estimacién de los 6rdenes de magnitud de los términos perturbativos Wi y W5 nos
permitira desechar el segundo con cierta tranquilidad. Para una particula de carga y masa
las del electrén, |g| = e y m = m, se tiene, en virtud del orden de magnitud de |L| = i
(ver ecuacién de autovalores de L?),

e eh
Bh = =upB
2mec 2mec He

[(Wa) o

donde pup se conoce con el nombre de magneton de BOHR y su valor en unidades cgs es
pup = 9,273x10"2tergG ="t = 5,792x10~%eV G . El orden de magnitud del B que aplicaria
un experimental es tipicamente B <~ 10*G = 1T7). Con estos datos [(W;)| <~ 10~ %eV

1A la cantidad r A mv se le llama momento de la cantidad de movimiento, mientras que al momento del
momento lineal L = r A p se le llama momento angular.

Ejercicio Demostrar que pAr=—-rAp=—L

2En realidad se pueden aplicar campos mucho més intensos, que dan lugar al llamado efecto Paschen-Back
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2.1 Experimentos que condujeron al espin

Figura 2.1: Un atomo penetra en la region entre dos imanes cuyo perfil se ve en la figura: es el
experimento STERN-GERLACH. (v. [ , p 141]).

El segundo término de la perturbacién vale

e?B?
(W) =~ W%
e?B? 1/ eh Qmea?)BQ
e . - =
8mec2 2 \ 2mec h?
_ 1(upB)’
- mee?

;—LQ
[(Ws)| <~ 107 %V

Hamiltoniano del 4tomo de H en presencia del campo B externo
El hamiltoniano de un dtomo de hidrégeno en presencia de un campo magnético es, pues

e B.L, e
2mec 2myc

H=T,+T.+VS  + B L,

Los dos primeros términos representan la energia cinética del electrén y del protén respec-
tivamente, V.¢__ es la interacciéon culombiana entre dichas particulas y los dos sumandos
restantes representan la interaccion con el campo magnético externo.

2.1.2. Efecto Zeeman

; Qué efecto tiene el campo externo sobre los niveles del atomo de H?. Para responder
a esta pregunta, el movimiento del atomo en conjunto es irrelevante, de modo que es
adecuado pasar al sistema del centro de masas (CM). Conviene reescribir el hamiltoniano
en funcién de las coordenadas relativa y del CM. Ahora la situacién es algo més complicada
porque también hay que transformar los momentos L. y L, a los momentos conjugados de
las dos nuevas coordenadas. Para satisfacer este objetivo es importante recordar algunas
de las relaciones bésicas entre &mbos sistemas de coordenadas.
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I'e = Tr+R

r; = -r+R

P = Pe + Pr

P = FPe— 3fPx
L+Lem = Le+L,

donde

L=rAp, Lc» =RAP

Estas relaciones son validas en cualquier sistema de referencia, ya sea de laboratorio o
del CM. Ademds son validas no sélo cuando el momento lineal coicide con la cantidad de
movimiento sino en casos totalmente generales. Empleando estas relaciones tenemos

e e e e 1 1
2m€CB-Le—Z B-LW—2 B-(L+Lcm)—<—|—>B-L7r

My MeC 2c \me My

En el sistema del CM se verifica que

Lem =0
P=0 — p=pe=-pr
R=0 — r;=-79fr

y en consecuencia la relaciéon que existe entre los términos en Le y L, es

b= (%)

lo que nos demuestra que el segundo es despreciable frente al primero, es decir, la inte-
raccion del protén con el campo externo es muy inferior a la que experimenta el electrén.
Este hecho tiene una interpretacién sencilla debido a que el protén es tan pesado que
practicamente se confunde con el CM. Por tanto

2 2
p? € pup
H = — 2 "p.q
2m T+ h
= Ho+5'B.L

Senalemos que la expresién anterior es i) valida en el sr del CM y aproximada porque ii)
hemos despreciado la interaccién del protén con el campo magnético y iii) porque sélo
hemos tenido en cuenta el término paramagnético.

El espectro

Aplicamos nuestro hamiltoniano H sobre un estado |nlm) que es autoestado del hamilto-
Er

niano no perturbado, Hy, ya que se verifica Hg [nlm) = (_F) |nlm), y demds supondremos
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2.1 Experimentos que condujeron al espin

Figura 2.2: Gréfico de niveles para explicar las medidas antes y después de la aplicacién del campo
magnético.

que el campo magnético aplicado solo tiene componente z con lo cual
H|nim) = (Ho + %B . L) |nlm)

(Hg + %BLZ) |nlm)

E
( ! —|—,uBBm> [nim)

n2

Observamos algo muy interesante:los autoestados de Hg lo son también de H pero con
autovalores modificados (las energias han cambiado). El campo magnético origina un des-
doblamiento de forma que los estados de un mismo nivel n tienen ahora energias diferentes
segun el valor de m, esto es de la proyecciéon del momento angular orbital.

E
Enm = _?2] +,UBBm

Si tenemos un nivel caracterizado por n = 2 y lo sumergimos en un campo magnético
pasaremos de un nivel a tres caracterizados por n = 2, m = —1,0, 1. Como puede observarse
en la figura uno de estos niveles esta formado, en realidad por dos estados degenerados,
mientras que los otros dos son verdaderos estados. El salto de energia entre niveles con
valores de m consecutivos es upB.

En realidad lo que el experimental detecta son los fotones emitidos o absorbidos en las
transiciones entre dichos niveles y el fundamental con n = 1. Y para ser mas precisos
lo que se mide es la longitud de onda del fotén asociado a cada transicién. En ausencia
de campo magnético se observan fotones de una sola longitud de onda, que llamaremos
Ao pero cuando activamos el campo magnético detectamos fotones con tres longitudes de
onda diferentes \,,,: Ay ,que coincide con la original, A\; y A_;. Pasamos ahora a cuantificar
la diferencia entre estas longitudes de onda lo cual supone un ejercicio muy interesante
(también constituye un cldsico problema de examen). Cuando B = 0 la energia de los

fotones es 5 5 3
AE=E,-FE=-—2_(-Z)=F
- B= - ( 12) *e

pero cuando se aplica un campo pasa a depender del niimero cuantico m:

E 3
AEy = By — By = == + ppBm + By = {Ey + ppBm

http://alqua.com/IFC2 47



http://alqua.com/IFC2

2 Estructura fina del atomo de Hidrégeno

dato B=0 B#0
energia fotones AFE = %EI AFE,, = AE + upBm

longitudes onda Ao = %’g—j Am = Ao (1 — 4”3'%1‘?”")

Cuadro 2.1: Salto energético en una transicién [21m) — |21) y su traduccién en longitud de onda
de los fotones de transicién antes y después de la aplicacién de un campo magnético.

En ausencia de campo

he he
AE = hyy=— =21—
[40) )\0 7T)\0
he 81 he
o= MRE TSR
~ 1216A

Y tras activar el campo magnético se tiene (en términos de la longitud de onda del tinico
fot6n original)

\ he 1
= M
m 351 1+ M}:%Blm
4MBBm)
— 1o BT
0 < 3B,

Xo (1£0 (1077))

Lalongitud de onda del fotéon original y la de los nuevos apenas difieren en una cienmilésima
de su valor original. En la tabla 2.1 se encuentra un resumen de los resultados.

Efectos Zeeman normal y anémalo

En definitiva, al aplicar un campo B estacionario y homogéneo se rompe la degeneracién
de los niveles n del atomo de hidrégeno ya que las energias del sistema pasan a depender
también del nimero cuantico m. Sabemos que

me{=l,-1+1,...,1—1,1}

y que [ toma valores enteros desde 0 a n — 1 de manera que cada nivel se desdobla en
2maz + 1 = 2(n — 1) + 1 subniveles. Por tanto deben aparecer un ndmero impar de
subniveles. Ademads la separacién en energia entre niveles consecutivos es siempre ppB.
Esto es un hecho que se observa experimentalmente en numerosas ocasiones, pero que no
tiene caracter universal. En efecto, en ocasiones se observa un nimero par de subniveles,
lo cual es inexplicable segun la teoria cudntica que ha sido introducida hasta ahora. Un
caso tipico es el del estado fundamental del d4tomo de hidrégeno que se desdobla en dos
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2.1 Experimentos que condujeron al espin

Figura 2.3: Experimento STERN-GERLACH. V. [ , P 141].

subniveles separados entre si 2up B. Para distinguir entre los dos tipos de comportamiento
se habla de efecto ZEEMAN normal y ZEEMAN andmalo segin el desdoblamiento sea en
un ndimero impar o par de niveles.

Advertencia: el campo B es responsable del desdoblamiento de los niveles de energia
pero no de las transiciones que se observan entre distintos (sub)niveles.

2.1.3. Experimento Stern-Gerlach

A diferencia de los experimentos tipo ZEEMAN que consisten en sumergir el 4&tomo en un
campo B homogéneo y estacionario, en los experimetos STERN-GERLACH hacemos pasar
un haz de atomos por un campo magnético B = Bk estacionario pero no homogéneo,
sino que posee un gradiente J,B relativamente débil y homogéneo. En el experimento
original se dejaban escapar atomos de plata de un horno a través de una serie de rendijas
que formaban un haz muy colimado, que posteriormente se hacia pasar por un iman que
generaba el campo. Al contrario de lo que ocurria en el caso anterior, ahora estamos
interesados en el movimiento del 4tomo en el sr del laboratorio. En particular queremos
calcular la fuerza total que actua sobre el a&tomo para asi poder determinar su movimiento.

F = F.+F;
Fz — _aZE (Vtot) _ 82‘” (Vtot)
donde
tot — ¢ B -Le — B(r;)-L
v Vaoe t 2mec (re) - Lie 2mxc (rr) - Lir
y como el campo sélo tiene componente z
VtOt =Vy B e Lez B s L7rz
mT™T—E€ + Zmec (r ) Qmﬂ—c (r )

Resulta cémodo substituir el sr inercial del laboratorio por una sucesién de sistemas
inerciales cada uno de los cuales se mueve con la velocidad del CM en un instante dado
y su origen de coordenadas coincide con la posicién del CM en dicho instante. En cada
instante de tiempo, en el sistema correspondiente, se cumple que

re = r+R = Frr
o= MriR =
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ya que en el sr propio R = 0. Como tambien se verifica que P = 0

Pe = #P+p = p
pr = FP-p = -p
y de aqui concluimos que
L. = 45fL
L, = —-4L
de manera que en el sr propio
e m e m
ytot —ye —"B(re) L °B L
et 2mec M (re) L- + 2myc M (rr) Ls

Si tenemos en cuenta que m,; ~ M y que m, < M, el segundo sumando es despreciable
frente al primero con lo cual

VI = Ve 4 B (re) L.

2mec
La fuerza que experimenta el sistema es la misma en cualquier sr inercial por lo que
podemos realizar su cédlculo en el sistema que localmente coincide con el CM. Ademads
dicha fuerza deriva del potencial que acabamos de calcular

F. = Fo +F, =-0. (V) +-0., (V')
_ tot — c e
Fez - azﬁ (V ) 82@ (wae) + QmGCaZe (B(re)LZ)
c €
= F¢ QmECaZ“(B(rC)LZ)
Fﬂ'z _ —627( (Vtot) — F7C-rz

Teniendo en cuenta que las fuerzas internas debidas a COULOMB se anulan entre si, nos

queda
e
F,=- 0,. (B(re)L,
g 0e (Blre) L)

y si admitimos que el estado interno del dtomo no cambia al atravesar el iman, L, es una
constante con lo cual llegamos a la expresion final simplicada para la fuerza.

F, = —M?BaZ(B)LZ = —up (0,B)m

Un atomo que entre en el imén estando en un nivel caracterizado por n, sufrird una
desviacion vertical, que puede ser nula o no, dependiendo del valor de m. En general, los
dtomos que entran en el campo magnético podran experimentar hasta 2(n — 1) + 1 fuerzas
distintas segtn sea el valor de m y, por lo tanto, deberian aparecer un nimero igual de
impactos en la placa fotografica.

El experimento original se hizo en 1922 con dtomos de plata, pero dado que su estructura
es mas compleja que la del dtomo de hidrégeno, fue repetido por PHIPPS y TAYLOR con este
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2.2 Introduccién del espin

Figura 2.4: Aspecto de los impactos

gas. Empleando una temperatura del orden de 1000K, garantizamos que la velocidad de
los dtomos es suficientemente alta y que la mayoria de ellos estd en el estado fundamental
(Is, I = 0). En efecto, la energia cinética media de los adtomos a 1000K es del orden
de kT =~ 0,1eV y por lo tanto la probabilidad de que un choque entre atomos haga
promocionar a uno de ellos desde el nivel fundamental a otro excitado es muy pequena.
En estas condiciones, segun la teoria que hemos descrito, el campo no deberia producir
ningun efecto sobre el haz. Sin embargo, el experimento muestra una divisién del haz en
dos partes que se separan verticalmente, y que dan lugar a dos impactos simétricamente
dispuestos respecto del punto de desviacién nula; uno por encima y otro por debajo de
dicho punto.(®)Con caracter general, la teorfa predice un numero impar de impactos y, en
ocasiones se observa un numero par. Estamos ante una nueva indicacién de que la teoria
cuantica que hemos ido introduciendo a lo largo de este curso es incorrecta o, al menos,
incompleta.

2.2. Introduccién del espin

2.2.1. Propiedades del espin

1. Para poder explicar las contradicciones entre teoria y experimento que hemos citado
a lo largo del capitulo introducimos la nocién de espin como momento intrinseco®).
El electrén, ademéas de su momento orbital L = r A p, tiene un momento angular de
espin, S = (S, Sy, S).

2. Como es un momento angular, los operadores asociados a sus componentes deben

3en realidad no se encuentran puntos bien definidos, sino manchas Esto es consecuencia de la especial

disposicién de los imanes en el experimento.

4A pesar de que la nocién de espin se descubié intentando asociar un tamafio no nulo al electrén y supo-
niéndole un movimiento de rotacién alrededor de un eje, las contradicciones asociadas a un tamano finito
del electrén (si el electrén tiene un radio razonablemente pequerio su energia electromagnética supera a
su energia en reposo, por el contrario si su energia electromagnética es razonable su radio deberfa superar
al de todo el 4tomo), hicieron que sélo perviviera la idea de un momento intrinseco, no asociado a las
coordenadas del electrén. Por todo lo que se sabe hasta hoy el electrén no tiene estructura interna.
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52

respetar las siguientes reglas de conmutacién

S.,S,] = kS,
[S..S.] = ihkS,
S,.S.] = ihS,

Como vemos, no se pueden medir con exactitud completa todas las componentes de
forma simultdnea. Sélo podremos medir simultdneamente una de las componentes,
habitualmente S, y el médulo al cuadrado S? = S2 + S; + 52, ya que

[S..8*] =0
Ecuaciones de autovalores
S, |sms) = hmg|smyg)
S? |sms) = h2s (s+1)|smyg)

Dado s, ms € {—s,—s+1,...,s —1,s}.

El espin no depende de los grados de libertad espaciales, esto es, no depende de las
coordenadas, ni de los momentos (es intrinseco)

[Sa,rs] = 0
[Son pﬂ] =0
[Sa,Lg] = 0
El momento angular total es
J=L+S8S

por ser S y L momentos angulares, también J cumple las relaciones de conmutacion
propias de un momento angulare (comprobarlo).

Podemos distinguir dos tipos de estados

a) Aquellos en los que estdn bien definidos {L2,Lz,Sz,SZ} y que escribiremos
como
[lmysms)

con my € {—=l,-l+1,...,0—=11} yms € {—s,—s+1,...,s—1,8} . A esta
descripcién la llamaremos descripcién con “buen L, S”.

b) Aquellos en los que estan bien definidos {L?,8?%,J2,J.}
|Lsjm)

donde j € {|l—s|,[l—s|+1,....0+s—=1,1+s}yme{—j,—j+1,...,5} A
esta descripcion la llamaremos “con buen J”.
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2.2 Introduccién del espin

La relacién entre unos y otros viene dada por los CG

l s
[lsjm) = Z Z (Imysmg|jm) |lmysm)

my=—lms=—s

Los estados de ambas bases satisfacen las propiedades que ya vimos en el capitulo
anterior, entre otras tenemos:

) J.llsym) = hm|lsjm). La demostracién de esta propiedad es bastante sencilla
) S isjm) =25 (j + 1) |Isjm)

) LZ|lsjm) = h2L (1 + 1) |lsjm) ,S? |lsjm) = h?s(s + 1) |lsjm)

) |

a

=

o

d <lls/j/m/ ZS]’ITL) = 6ll’6ss’5jj’6mm

PAuLI postula que la energia de interaccién de una particula cargada con el campo
magnético es:

1 2
H:—(P—gA) +g.E2B.8
2m c h

donde g, es una nueva constante caracteristica de cada particula y denominada factor
giromagnético. Si B = Bk (segun el eje z) y seguimos los mismos pasos que en 2.1.1
el hamiltoniano de PAULI queda reducido a

Bty B L)

2.2.2. Determinacion de g, y s

En esta seccion pretendemos determinar el valor de la constante g; y del nimero cuantico
s asociados al electrén, estudiando el efecto del campo magnético sobre el estado funda-
mental del hidrégeno. Para ello supondré que ademaés de los niimeros ctianticos habituales
n,l, m existen otros dos asociados al espin del electrén, es decir que el estado fundamen-
tal del d4tomo de hidrégeno es |n =1, =0,m; = 0;s,ms). Apliquemos el hamiltoniano
anterior sobre dicho estado

H [100) |sm) = (Ho + %B (L. + gssz)) 1100) |sm2s)

Es conveniente recordar que Hy , al igual que L, solo actian sobre la parte orbital (puesto
que solo dependen de r y sus derivadas). Tenemos

H, [100) = —E; |100)

y ademas

‘%BBLZ 1100) = By [100) = 0
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Figura 2.5: B =0y B # 0 desde el punto de vista del cazador de fotones

porque el estado que estamos considerando posee m; = 0. Sin embargo

y%mmmmm>=géﬁmwgwm

QS%B [100) i [sms)

gsiip Bmg |100) [sms)

y, finalmente
H|100sms) = (=Er + 0+ gsupBmy) |100sm)

con lo que llegamos al resultado de que la energia de un &tomo en el estado fundamental
|100sms), y sumergido en el campo magnético es

-ElO(]smS — _EI + gslleBms

con mg € {—s,—s+1,...,s}.

Como ya habiamos comentado, en ausencia de campo se observa un tinico nivel de energia
mientras que al aplicar el campo hay un desdoblamiento en dos con una diferencia de ener-
gia dada por AE = 2upB. Para reproducir este resultado experimental es necesario que m
solamente pueda tomar dos valores distintos. Por otra parte, si queremos que my esté rela-
cionado con una componente de momento angular debe cumplir my € {—s,—s+1,...,s}.
Esto nos deja con la conclusiéon de que s = % para que se presenten los resultados que he-
mos encontrado. Asi los posibles valores de ms son my € {—%, %} Ahora vamos a calcular

las energias para los dos valores de m,. Para mg = :I:% se tiene, respectivamente,
EF = —-E;r+ %ﬂBB
B = —B-%upB

de donde AFE = F — E' = g,upB. Comparando con el resultado experimental se obtiene
un valor para gs que es gs = 2. Modernamente se han hallado valores mas precisos del
factor giromagnético, y no resulta valer exactamente 2, sino g; = 2,003192. Recordemos
que hemos hecho todo el desarrollo actuando sobre el estado fundamental del hidrégeno,
|100). En el caso de niveles excitados el desdoblamiento energético da lugar a un espectro
més complicado, pero también en estos casos los resultados son compatibles con que g5 = 2.

Si repetimos el desarrollo del efecto ZEEMAN para el exSG, obtenemos que la fuerza que
actia sobre la particula en el estado fundamental (I = 0) es de la forma

0B
F,= _gs/-lBaims
z

54 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




2.2 Introduccién del espin

Dado que mg toma sélo dos valores distintos también la fuerza puede tomar dos valores
distintos. En concreto, dependiendo de si mg = % o mg = f% se obtienen dos valores de
la fuerza que son iguales en médulo pero con signos opuestos. Estas dos fuerzas producen
un desdoblamiente del haz en dos subhaces. Si el experimental conoce la distancia entre
los impactos de un exSG (D) puede determinar la constante giromagnética que fija la
intensidad de la fuerza. Nuevamente los resultados son compatibles con gs = 2.

Es conveniente cerrar esta seccién recordando que los factores giromagnéticos son cons-
tantes caracteristicas de cada particula. Asi mientras para el electrén es esencialmente dos,
el protén posee un factor g5 = 5,58 o y para el neutrén vale g% = —3,81.

2.2.3. La base {£,12,S2,J2,J.}

Construyamos una nueva base de autoestados del hamiltoniano Hy que sean a su vez
autoestados de J? y de J,. La razén para introducir esta nueva base no es gratuita, sino
que como veremos mas adelante resulta la mas adecuada para calcular los efectos de la
interaccién espin-6rbita (seccién 2.3.2). Tal base se puede obtener utilizando los antiguos
estados propios |nlmy, 3m) y los CG

! 1
nlmy, 2ms>

1 : : 1
nl2]m>: ; Z <lml2ms|jm>

Verifiquemos que estos estados son efectivamente estados propios de Hy

1 1
Hy nl2jm> = Hp Z Z <lmlms|3m> nlml,2ms>
ml:—lm ——%
1
TS (b afuim, )
mi=—lm, =1
Y E
Hy |nlmy) = 7?21 |nlmy)

Se cumple pues

Ho

ll ) E; ll .

nl—jm ) = ——5 |nl-jm

2’ n? |27

(el hamiltoniano Hy ha pasado a través de los sumatorios y los CG (constantes) y entonces
Er

como el sumatorio no afecta al indice n, -4 sale como factor comtn llegando al resultado
deseado). Por tanto hemos construido unos estados propios que tienen < <buen J> >.

Nuameros cuanticos en ambas bases: algunos ejemplos

Vamos a introducir una pequena variacion sobre la notacién espectroscépica: anadiremos
un subindice j a las etiquetas que representan los distintos valores de I, {s,p,d, ...}, lo que
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habituales: |nlm;, sms) buen J: |nlsjm)

100, L {1, —11) @ 1031 {5 - 1)) @ 5

200,53, {3. —3}) (@) 2055, {5 —3}) @) Py

20, 41,0, -1}, 5. {3, =3 1)(6) | [2135.{5. =3 }) @) Py
2153455 -2 -3) (@) s

Cuadro 2.2: Comparacién entre los estados habituales y los de buen J.

hard que encontremos etiquetas de la forma P10 ps. En la tabla 2.2 se muestran algunos
ejemplos

2.3. Estructura fina

El modelo introducido més sencillo para explicar el &tomo de H; conlleva una serie de
suposiciones béasicas, a saber:

1. el electrén y el protén (en general el niicleo) son particulas puntuales y sin espin

2. se mueven con velocidades despreciables frente a la de la luz ¢, de manera que pode-
mos emplear la ecS

3. interaccionan via el potencial coulombiano.

En esta seccién tendremos en cuenta que el electrén es una particula con espin s =1/2, y
que las velocidades involucradas no son necesariamente pequenas frente a c.

Vamos a comprobar hasta qué punto la suposicién de velocidades pequenas es buena
para el estado fundamental® . Sabemos que la energia cinética del fundamental vale

(T) = Fy

n=1

1
imcz(Zoz)2

Usando este resultado vamos a estimar la velocidad como sigue

(P*)
(Ipl)

m2c?(Za)?
(p?) = me(Za)

12

y asi,
V|~ Zacm (107°Z) x ¢

La velocidad es del orden de Z centésimos de la velocidad de la luz. Es decir, pequena,
pero no despreciable. Y lo que es mas importante su valor crece con el niimero atémico.

5y para ello vamos a utilizar la propia suposicién no relativista para calcular una velocidad aproximada
para el electrén. Esperamos que el error cometido no afecte al orden de magnitud y asi poder precisar un
criterio para decidir en qué problemas vale la pena hacer un tratamiento relativista.
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2.3 Estructura fina

Figura 2.6: Comparacién entre los niveles de energia habituales y los niveles de energia con J bien
definido.
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Para hacer un estudio del hidréogeno en un marco puramente relativista tendriamos
que utilizar la ecuacién de DIRAC, que describe la evolucién de particulas con espin %
Se conocen de forma analitica sus soluciones para una particula en el seno del potencial
coulombiano. Nosotrso no seguiremos esta via, sino que nos conformaremos con anadir
términos al potencial de COULOMB para tener en cuenta los efectos relativistas, siempre
manteniendo la ecuaciéon de SCHRODINGER para la funcién de onda. Los efectos observados
en los espectros atémicos relacionados con estos nuevos términos se denominan estructura

fina del atomo. Los pasos que tenemos que dar para resolver el problema son los siguientes:
1. Escribir la ecuacién de DIRAC (ecD) para m — e en interaccién culombiana.

2. Desarrollo en serie de la ecuacion anterior hasta orden

P2 vy 2
() ¢ (©)
mc c
para llegar a una ecS con los siguientes términos

(T+Ve4VIi+ Vo4 VP)y = Ey
(Ho+ VI + Ve +VP)y = Ey

donde Hy es el hamiltoniano no relativista asociado al potencial de COULOMB y que
2
cumple Hq [¢) = E9 |4) con B9 = —Z £z,

n2

3. Obtener valores aproximados de la energia y expresiones aproximadas de las funciones
de onda mediante teoria de perturbaciones.

En este curso nos basta con enumerar los nuevos pedazos del potencial y en calcular de
forma aproximada sus efectos. En la seccion siguiente interpretaremos los nuevos términos
del potencial y calcularemos mediante perturbaciones a primer orden las correcciones a la
energia.

2.3.1. Correccion relativista a la energia cinética: /7

como la energia cinética es
T = T.+T;

= Ve + (M) —mec® 4 \/(pr)* + (mac?) — mnc?

por ser la velocidad orbital pequefia se cumple p? < m?c?, y podemos desarrollar en sdp

las raices ) ) . .
T = pe _|_ pTr — L pe + & +
2me  2m; 82 \md3  md o
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en el sr del CM la suma de los momentos de las particulas es cero

P:peJpr:O

My Me
p:ﬁpe_ﬁpﬂ':pe

donde p es el momento de la coordenada relativa.
2 /1 1 4 1\° 1\°
B () () ()
Me My 8c Me My
1 1 41
11y Pt
<me My ) 8c2 m3

2m 8 m3c?

w"'c

12

p’
2
P’

donde si hemos retenido la masa del protén en el primer sumando, puesto que el error
cometido en caso contrario supera a la propia correccion relativista de la energia cinética.
Veamoslo, en concreto, con la energia de ionizacién

4

1
Er(m) 3% _m _ LmelZma) 1 Me o qgag1
E; (me) %mg; Me  MeMe +Zmy 14 Fre Z My

Ahora vamos a estimar el impacto del término relativista

4
o) _ 1 (&)
Hy) | 4 ime?(Za)?
3
_ Z2a2 ﬁ
me
~ (Za)?
de modo que numéricamente
(V1)
~ 0,5 x 107422
(Ho)

Es importante ver cémo cambia el orden de magnitud de las dos contribuciones segin
varia Z. Para Z = 1 el efecto asociado a que el nticleo no es infinitamente pesado es 10
veces superior a la correccién relativista de T' . Para Z = 2 (He) ambos efectos ya son
comparables, y a medida que Z crece los efectos relativistas se hacen mds importantes
mientras que el efecto de la masa reducida se diluye (por lo que para dtomos pesados se
puede prescindir del engorro de trabajar con ella). El cdlculo en teorfa de perturbaciones
de las correcciones debidas a VT'se deja para los problemas.
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2.3.2. Interaccidn espin-6rbita: V°°
1 Ze? 1
- 2m2e2 3
Podemos reescribir esta expresiéon como

up (1 Ze 1
—oMB (2 2¢ ") .g
h (2mecr3 >

que recuerda enormemente al segundo término en el hamiltoniano de PAULI, es decir

VS—O

VS*O

2lfg. B
h

Para ello tendriamos que interpretar el factor entre paréntesis, que depende del momen-
to orbital, como un momento magnético. Puesto que no hemos aplicado campo externo
alguno tiene que ser un campo magnético interno pero la pregunta es cual es su origen.
En el sr donde el protén estd (esencialmente) en reposo admitimos que ambas particulas
interaccionan solo mediante un campo eléctrico E coulombiano. Ahora bien si pasamos al
st propio del electron, el campo electromagnético consta de una componente electrica E
y otra magnética B'. La relacién que existe entre el campo magnético que aparece en el
sistema de referencia en que el electrén estd en reposo y el campo eléctrico coulombiano
en el sistema original viene dada por las transformaciones de LORENTZ. Se cumple que

vAE
c

B =

Ahora jugaremos un poco con esta expresion

B = —

PAE =
MmeC mec

PAVg

donde ¢ = Ze/r es el potencial coulombiano generado por el protén en reposo en la posicién
del electrén. Teniendo en cuenta que

qu:i(d(b)r:—zer

dr r3
llegamos a la siguiente formula para el campo magnético B’

/ Ze 1 Ze 1
B =- e—p/\r: L

mec 13 mec T3

La expresion que hemos obtenido para el campo magnético en el sr propio del elec-
trén coincide, a falta de un factor 1/2 con la dada arriba para V*7°. La razén de esta
discrepancia se encuentra en que no hemos hecho las cosas correctamente al considerar
este sistema como inercial. En realidad, el sr propio del e~ estd acelerado y por lo tan-
to las transformaciones de LORENTZ no son adecuadas. Cuando se repiten los cédlculos
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Figura 2.7: a) sr. del protén b) podemos estudiar el 4tomo desde un sr en el que el electrén esté
fijo.

teniendo en cuenta este hecho se obtiene la expresién correcta. Los valores que puede al-
canzar este campo magnético interno son extraordinariamente altos, de hecho podemos
tener B;,,; ~ 107 Teslas.

El término s-o da cuenta de la interaccién entre el espin del electron y el campo mag-
nético al que da lugar el movimiento del protén alrededor del electréon o campo magnético

interno. Sabiendo que ag = mh—;:
Ze? 1)?
‘<VS_O>| = 2.2 <ao> n?
2mgc? \ P

Z4e® [ m\?
T 2K (me> "
4 2\ 4
A R
2 \ he

~ (Za)? (Za)® me?

1R

= (Za)’|(Ho)

donde durante el cdlculo he tomado la fraccién m/m. = 1. Entonces

~ (Za)®> ~ 0,5 x 107422

(Ve=7)
(Ho)
Este resultado es simplemente una estimacién relativamente grosera de la correccién aso-

ciada a la interaccién espin—érbita. Ahora vamos a calcularla utilizando teoria de pertur-
baciones a primer orden

AB = (6 ]V]4)

Las correcciones a la energia en primer orden de teoria de perturbaciones se obtienen como
el valor esperado de la perturbacién (V°~° en este caso) en los estados del hamiltoniano
no perturbado, Hy. Ahora bien, en este caso tenemos dos familias de estados propios de
éste ultimo y es licito preguntarse cual de ellas es la més adecuada. Recordemos que los
estados propios del sistema deben venir etiquetados no solo por la energia sino también
por las constantes del movimiento, es decir, por los autovalores de aquellos operadores
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que conmutan con H. En nuestro caso el hamiltoniano puede escribirse de forma un poco
esquematica como
H=Hy+ f(r)L-S

donde Hy y f(r) conmutan con todas las componentes de L y S, y por tanto con {L27 L,,S?, SZ}.
No es muy dificil darse cuenta que el producto L -S no conmuta con ninguna componente
de L y S. Por el contrario si que conmuta con sus longitudes al cuadrado, con J? y con J,.
En efecto,

J2 = JJ=(L+8S)(L+8)
= L*+8°+L-S+S-L
L?+8S?+2L-S
de donde
1

.Q — = 2 12_ Q2
LS=; (-1’8

En definitiva, el nuevo hamiltoniano conmuta con {Lz, S2 )2, JZ}. Por lo tanto utilizaremos
como funciones de orden cero aquellas que ya son autoestados de estos operadores. Ademads
la utilizacién de la base |nl3jm) facilita el cdlculo de los elementos (¢ [V*~°| ¢).

1
L-S nl2jm>

1. _ e 12
nl2jm>—2(J L S)

v teniendo en cuenta que s = %

1. (. 3

nl1 im
2]
1

Vamos a separar esta expresion segun los posibles valores de [ y de j. Cuando [ =0, j = 5

2
1. R (1 /1 3 1.
L-S n12]m> = 5 (2 (2+1> —0—4) n12]m>

= 0

analogamente para [ # 0 distinguimos los dos casos j = [ + % Respectivamente

1. AN ) 1
L-S nl23m> = 7127”L12]m>7 ]—l+§

1. Jl+1] 1. ) 1
L-S n123m> = —h 5 nl2jm>, jflfi

Estamos listos para calcular el elemento de matriz

1 1
AE*™° = <nl2jm ‘VS_O‘ nl2jm>
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puede tomar tres valores:

O l:

25 B (nidjm || nigjm)y =143

~ s Pt (niggm || nidjm) j=1-3

en funcién de los tres casos expuestos. El elemento de matriz del operador 1/r*puede
calcularse a partir de las propiedades de los CG, las de ortonormalizacién de los estados y
la forma de las funciones radiales.

ll' 1
nl—jm
2‘] r

3

L > (2)3 1
nt—=J1m = —_—
2/ ap) m3(+1)(l+3)

Si partimos de los resultados anteriores, utilizamos las expresiones habituales para ag, E;
y «, y tomamos m = me, tenemos

0 I=0
1 E Za)? 1
*(ZO[)Q I - _ 7( a) - E7O” j:l+*
2 n3(l+1) (1+3) 2 n(+1)(+3) 2
1 , E; 1 , 1 o 1
——(Za)?—L — = —(Za))———E°, j=1-=
2 Gy T ¥ e i =y

2.3.3. Término de Darwin: V7

h2
S v
8m2c?

C

VD
No tiene anélogo clasico y, por lo tanto, no se puede interpretar facilmente. Utilizando que

2
AVEATAN v (—Zf>

= —Ze*V? (1)
T

= —Zé*(—4md (r))
= 4nwZe*5 (r)

se tiene
p TZ e?h?

=T

2.2
2mzc
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Lo que nos interesa es la aproximacién a primer orden de AEP. para lo que hay que
calcular el siguiente elemento de matriz

1 1
<n12jm ‘VD| nZij>

nZeh? 1. 1.
= omiz <nl2jm |0 ()] nl2]m>

AEP

= T o O o
La funcién de onda es un producto de una parte radial y otra angular
Pntm = Rt (r) Yy, ()
donde la parte radial se comporta del siguiente modo

l

R, —r'r—0,

que no se anula en 7 = 0 sélo cuando [ = 0. Utilizando las expresiones de las funciones
3/2
®n,0,0(0) = ﬁ (niao) , obtenemos

1 Z4ePR? (Za)?

AEP = - 20 5 -
2m2c2ain3

E%0

2.3.4. Correcion total a la energia

La correccién total a la energia es la suma de las correcciones individuales que hemos
venido estudiando. La expresién general

AE = AET + AE*° + AEP
queda reducida a dos sumandos distintos segiin sea el valor de [:

1. para [ = O(calcularemos explicitamente este caso en los problemas)

AE = AET + AEP

2. paral#0
AE = AET + AE*°

La correccién final a la energia no depende del valor de [, a pesar de que los diferentes
sumandos si dependian de dicho niimero cuantico. Tenemos

2
AEn; = - (ZO;) <i - Zl> E,
me2 (Za)! 3 n
2n4t 4 5+ %
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Figura 2.8: Espectro del H teniendo en cuenta la estructura fina. v. Woodgate p. 64. También

Alonso p. 147

con lo que finalmente los niveles de un dtomo hidrogendide son

(Za)? (3 n
Enj:E2<1— 2 17551
2

Algunos hechos importantes cocernientes a la estructura fina son:

1.

Las energias s6lo dependen de n y de j. Por ejemplo, para n = 2 se tiene que los
niveles de energia de 25% y 2p% estan degenerados (tienen el mismo j aunque tengan

distinto 1).
Las correcciones decrecen rapidamente como n%

En dtomos hidrogenoides V*=°, VP y VT son del mismo orden de magnitud. Sin
embargo, en dtomos multielectréonicos la interaccién espin—érbita adquiere una mayor
importancia relativa por lo que V7 y VPse suelen despreciar.

El aspecto del espectro predicho para el H cuando se introducen estas correccio-
nes es el que se muestra en la figura 2.8. La separacion de energia que producen
estos términos es mintscula, pues estd en el orden de 0,1cm ™! y recordemos que
leV ~ 8066cm ™. Este es el espectro que predice esencialmente la ecD, aunque el
espectro experimental muestra algunas discrepancias (ver figura 2.9): se observa una
separacion entre los niveles 21%y 20% del orden de 0,03cm ™!, descubierta por LAMB

y RETHERFORD (1947) . En n = 3 hay una nueva separacién ligerfsima de 303 y
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Figura 2.9: Espectro del H incluyendo estructura fina y efecto LAMB. v. Woodgate p.70

31%}7 otra ya casi imperceptible entre 31% y 32%. El efecto LAMB —asi se llama—
es explicado por la teoria cudntica de campos, y decrece con n y con .

5. Existen efectos méas pequenos, términos adicionales que dan cuenta de la estructura
hiperfina®, que en lugar de ser del orden de (Za)? E® ~ 10~%eV son del orden de
(ZaQ) Zm—n;ﬂEg ~ 10~8eV. Su origen se encuentra en el hecho de que el niicleo es
extenso y tiene un momento angular intrinseco (un protén tiene un radio de unos
0,5fm y un espin s, = %)

2.3.5. El efecto Zeeman anémalo

Volvamos a interesarnos por el problema de un atomo hidrogenoide sumergido en un
campo externo estacionario y homogéneo. Admitiremos que el hamiltoniano que caracteriza
al d4tomo aislado es

Hy=-———-"—+VT4+ V4 VP,

y supondremos que conocemos sus autoestados y autoenergias (aunque en realidad solo los
conocemos de forma aproximada). Los primeros los seguiremos denotando por |nl % jm>.
Al sumergir el 4tomo en un campo magnético segun el eje z, B = Bk

H:HO+%B(L+2S) -B:HO+%(LZ+2SZ)B=HO+W,

6]as consecuencias derivadas de alguno de estos efectos se utilizan con éxito para determinar la concentracién
de Hidrégeno interestelar.
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v la correccién a la energia en primer orden de teoria de perturbaciones es.

AE = (nljm|W|nljm)
= N?BB (nljm|L, 4 2S,| nljm)
= %B(nljm“z +S;|nljm)

= upBm+ %B (nljm|S.| nljm)

El calculo del segundo elemento de matriz requiere un poco de soltura en el manejo de la
teorfa del momento angular. Existe una expresién llamada férmula de LANDE que relaciona
los elementos de matriz de un operador vectorial (como S) y los del momento angular total
J. Si V es un operador vectorial sus elementos de matriz verifican

(nljm |V -J|nijm)
(nljm|J2| nljm)

(nljm V| nljm) = (nljm ol nljm)

En el caso que nos ocupa tenemos

(nlym |S - J| nljm)

nljm |S.| nljm) = —
(nljm|S.|nljm) WG +1)

con lo cual el problema se ha transformado en el de calcular los elementos del operador
S-J. Pero

1 1
S.J:S.(L+S):s2+L.S:S2+§(J2_L2_Sz):g(Jg_LQJFSQ)
y por tanto
' : Lh(j(+1) —I(1+1) +s(s +1))
rmBenim =3 i+ 1)

(6]

_hm_ - 1

(nljm |S.|nijm) = 2551 j=1+ 2

—ag1 J=l-3

Asi, las correcciones a la energia debidas a la inmersién en un campo homogéneo y
estacionario son

1
AE =upBm (14—, j=1+1/2
LB m( %+1>,J /

Este resultado es muy interesante porque nos indica que la separacién entre dos estados
m y m+ 1 no es simplemente pupB sino

AE =gr (I,5) ppBm
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Figura 2.10: Niveles considerando el efecto ZEEMAN andémalo. v. | , P- 286].

donde gy, se denomina factor de LANDE. Algunos de sus valores son

=0 j=4% gr=2
2

1
=1 J=3 gL—g
4

_ _ 3
=1 J=3 gL—g

2.3.6. Reglas de seleccién en transiciones electromagnéticas.

Resulta posible inducir cambios en el estado del sistema aplicando un campo electro-
magnético externo dependiente del tiempo. Si en el instante ¢ = 0 en el que aplicamos el
campo, el sistema se encuentra en uno de sus autoestados, que denotaré como |i), la pro-
babilidad por unidad de tiempo de que el sistema sufra una transicién (pase a encontrarse)
al autoestado |f) es

dP;_ 8m2e? N2
St = (1))

Para llegar a esta expresién hemos realizado algunas aproximaciones entre las cuales po-
demos citar dos

= El campo aplicado es muy débil de manera que podemos aplicar teoria de perturba-
ciones

68 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)



http://alqua.com/figuras

2.4 Problemas y ejercicios

= Las longitudes de onda involucradas son muy grandes comparadas con el tamano del
sistema.

En ausencia de campo externo aplicado el sistema también sufre transiciones espontaneas
en las que el estado inicial tiene mayor energia que el final. Este tipo de transiciones sélo
pueden explicarse de forma natural dentro del marco de la teoria cudntica de campos. La
probabilidad por unidad de tiempo asociada a este tipo de transiciones es

dP;_~ ¢ B 8w§’ci62

dt - hC?’ |<f|r|l>|2

donde wy; = E%Ef . En cualquiera de los dos casos la probabilidad de transicién por
unidad de tiempo es proporcional al médulo cuadrado del elemento de matriz del vector r.
Si este elemento se anula la probabilidad de que ocurra la transiciéon entre dichos estados
€es cero.

El calculo explicito de estos elementos de matriz entre los estados nljm del dtomo de
hidrégeno es extraordinariamente farragoso pero se llega a que son necesariamente cero si

no se cumplen las condiciones siguientes

lf G{liil}, Jifr € {ji,jiil}, my € {mi,miil}

Podemos convencernos de que las reglas que afectan a los niimeros cuanticos j y m son
verdad utilizando otra vez la regla de LANDE.

(nplyjpmy [rlnilijim) oc (nglyjpmy [ nilijims)

Ahora bien las componentes del operador J solo pueden conectar estados que tengan el
mismo nimero cuantico j 6 j =1 y donde los niimeros cuanticos m asociados a los estados
inicial y final s6lo pueden diferir a lo sumo en una unidad. Claro que el elemento de matriz
también podria ser cero si el factor de proporcionalidad fuese cero, y es precisamente esto
lo que justifica la tercera regla.

En definitiva, tenemos un conjunto de condiciones que deben satisfacer los numeros
cuanticos de los estados involucrados en la transicién para que la probabilidad de que la
misma ocurra no sea cero. A este conjunto lo llamamos reglas de seleccion.

2.4. Problemas y ejercicios

2.4.1. Enunciados

1. [A] Estudie el efecto que tiene la aplicacién de un campo magnético estacionario y
homogéneo B = Bk sobre las lineas de emisién asociadas a la transicion n = 2 —
n = 1. Suponga que el electrén no posee espin.

2. [A] Considere los subniveles 4f y 3d del 4tomo de hidrégeno en presencia de un campo
magnético estacionario y homogéneo. Demuestre que en la transicién de una subcapa
a otra tan sélo se observan tres lineas espectrales. Si el campo aplicado es de 0.5 T,
;podremos resolverlas en un espectrémetro con resolucién 10~ 'm?
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10.

11.

12.

70

[A] Un haz bien colimado de dtomos de hidrégeno emerge de un horno en cuyo interior
los 4tomos se encuentran en equilibrio a la temperatura 7'. Esta es lo suficientemente
baja, de modo que todos se encuentran en el estado fundamental. El haz entra en
un iman de longitud [ que genera un campo B = Bk con gradiente 0, B ortogonal al
haz. Cuando sale del imdn ain recorre una distancia horizontal I’ hasta llegar a la
placa fotografica. Demuestre que la distancia entre marcas en la placa es

_ B 2 '
D= 2 70.B(” +21l')

[A] Se hace pasar un haz de dtomos de hidrégeno, provenientes de un horno que
trabaja a una temperatura 7" = 400K, por un gran iméan de longitud X = 1m. El
gradiente caracteristico del imén es de 10 Tesla/m. Calcule la deflexién transversal
de un atomo del haz justo en el momento en que abandona el iman.

[A] Determine el gradiente de campo del imdn de un STERN--GERLACH de unos 50cm
de longitud, que es capaz de producir lmm de separacién entre las dos componentes
de una haz de hidrégeno proveniente de un horno a 960°C.

[A] Verifique la relacién A = —%r A B en el caso de un campo B = (0,0, B).

[T*] Supongamos que una particula de carga ¢ y masa m se mueve en una 6rbita
circular de radio r. Su desplazamiento sobre la drbita es equivalente a una corriente
eléctrica. Determine la relaciéon que existe entre el momento magnético asociado a
dicha corriente y el momento angular de la particula.

[T] Demuestre que los estados |lsjm) son autoestados de L? y S2.

[T*] Demuestre que la correccién a la energia causada por V7 es, a primer orden de
teoria de perturbaciones:

Za)? 3 n
AET:—( E° (= —
n? ""\4 I+1

[T] Verifique para [ = 0 que la suma de las tres correciones AET + AE*~° 4 AEP
da lugar a la expresién dada en la teorfa.

Estudie el efecto de los términos de estructura fina en la transicibon n =2 — n = 1.

[TS*] Justifique que el hamiltoniano asociado a una particula de masa m y carga g,
en interaccién con un campo electromagnético externo, viene dado por

H:L<P—%A>2+q¢

2m
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Figura 2.11: Diagrama de niveles de 3d y 4f sin considerar el espin del electrén.

2.4.2. Algunas soluciones
Problema 2

Al aplicar el campo la situacion serd aproximadamente la que se muestra en la figura
Vemos en el diagrama cuales son las transiciones permitidas en virtud de las reglas de
seleccién. Como mucho, de uno de los estados de n = 4 puede haber 3 transiciones a
estados del nivel n = 3. En efecto, desde un estado puedo acceder

[43m) — |32m + Am)
con Am = 0,+1. Como en presencia de un campo B los estados anteriores poseen energias
diferentes los fotones emitidos estan caracterizados por diferentes longitudes de onda. Las
energias de los fotones emitidos son

E E
A-Ern,Am = <_421 + ,U/BBm) - <_321 + MBB (m + Am))

éEl - /LBBA’ITL
Las energias de los fotones son una constante més un término que depende de la diferencia
del nimero m entre el estado inicial y el final. Puesto que Am puede tomar a lo sumo, 3
valores, observaremos, a lo sumo, 3 fotones diferentes.

Como las energias dependen de Am vamos a etiquetar las longitudes de onda de los
fotones correspondientes como Aaq,.

he he

=27
AEAm H74EI — /LBBAm

)\Am, =T
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Figura 2.12: El dibujo del problema. Al eje a lo largo del cual se monta el experimento lo llama-
remos y. El vertical es z y hacia fuera del papel viene x.

el término en Am en el denominador es muy pequeno asi que estd justificado hacer un
desarrollo en serie:

) 27h 1 288 he (1 N 144,uBBAm)
Am = ~ — —_—
g Br1—eeBm T By TE;

144

Calculamos la diferencia entre las longitudes de onda de un fotén y otro en valor absoluto
(porque no sabemos cudl es mayor).

M- h| = 2887 he (144upB
A T T B U TE)

144\ 2
2rhe | =— B
The (7E1) KB
haciendo numeros
|/\1 — )\ol =0,824 > 0,1A

por lo tanto la diferencia entre las longitudes de onda de uno y otro es claramente detectable
usando el espectrémetro a nuestra disposicién.

Problema 3

Velocidad de salida de los atomos

V = 1y

fuerza que acttiia sobre ellos
F, = _gs,uBazBms

puede tomar dos valores, segin sea mg; = :I:%. A esa fuerza pueden corresponder las

aceleraciones 7 7
_fe_ e HFByp
@ M  mg+me oM ¢

el desplazamiento respecto a la horizontal, a la salida del iméan, es

1 /,LBaB
dy = zat? = ==
=5 AM

72 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




2.4 Problemas y ejercicios

Figura 2.13: ;TTL [vy]

el tiempo de vuelo dentro del imén es t = vi
Y

d :I:/LBazB 12
+ = —
4M 02
Y
fuera del iméan el movimiento serd rectilineo, con v, = a,t = %%. La separacion
Y

vertical del punto de salida del iman, en el punto de impacto, sera

2
ny

dy = vt

finalmente, D, =dy +d|, yD_=d_+d_yD=D,—D_.
Lo que distingue este problema de uno de primer curso es que

1. Hay que saber la expresion para la fuerza cuantizada

2. Para estimar la v, hay que conocer la distribucién de velocidades de MB. La velocidad
més probable (mp) dentro del horno es

[T
Ubon =\ 31

_ NBazB
TO2%kT

de ahi que

(1 +2u")

corresponda a la mancha mas intensa, aunque es verdad que estard rodeada de man-
chas que se deben a la dispersién de velocidades de los &tomos en el horno. Sabemos
que en el experimento de verdad hay una extensién segin el eje x de la mancha,
debido al pequeno d,B que es inevitable.
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Figura 2.14: La espira estd en el plano zy; el momento de la cantidad de movimiento y el momento
magnético son colineales con el vector k.

Problema 4

Utilizamos la expresién obtenida en el problema anterior

T
9.B = 10—
m
kKT = 3,452 x 107 2eV
D = 0,84cm

El exSG cabe en una mesa de escritorio, puesto que con una longitud de 1m la separacién
entre impactos es ya apreciable.

Problema 5

“B 2
D = —0,B
2kTaZ !
2kT D
0,B = ————
: ppl?
~ 1463E
cm

Problema 7

Sea la situacién que se muestra en la figura. El momento magnético asociado a la espira
es

M= gk
c
donde 7 es la intensidad de corriente y S es el drea de la superficie encerrada por la espira
) v
T Yoy
S = mr?
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de donde M = ZLrvk. Por otro lado, r A mv = mrvk con lo que se llega al resultado que
se buscaba:

_14

2mc

M =

Este resultado es completamente general (es decir, vale en la Fisica Cuantica). El mo-
mento magnético de una particula sin espin es directamente proporcional al momento de
la cantidad de movimiento. En los casos simples en los que el momento lineal coincide
con la cantidad de movimiento (ausencia de campo externo), el momento magnético es
proporcional al momento angular. Si

p=mv

. o g . . ,
entonces L=r Amv =r Ap y M = 5/—L. Pero si sumergimos la particula en un campo
externo, entonces

q
p=mv+-A
c
y en particular para un cem estacionario y razonablemente homogéneo

pzmv—gr/\B
2c

y entonces L = r AP =rAmv — sLr A (r A B). El momento de la cantidad de movimiento
(a no confundir con el momento lineal) es

r/\mv:L—&—Qir/\(r/\B)
c

de donde se extrae la siguiente expresion para el momento magnético en presencia de un
cem externo (estacionario y homogéneo)

M = g r Amv
2me

q q
- 1 (L4 4 B)
2mc< —|—2Cr/\(r/\ )

q ¢
= —L A(rAB
2me + 4mc? rA(r )

q g 2
= —L -B)r—r“B
2me + 4mc? ((r Jr—r )

el segundo término es muy pequeno, pero no conviene perder de vista la diferencia entre 1
v L y que M es proporcional a la primera de estas cantidades.

La energia de interaccion entre el campo externo y el momento M se escribe como la
integral curvilinea

B 2
W=—{[ M®B)-dB =—-1B.L__4 ( B)? — 2B2)
/0 (BY) 2mc 8mc? (r-B)"—r
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Problema 9

Reexpresamos el potencial:

pr_ 1P 1/m)? 1 (P2
o 8m§c2_ 2 \me /) mec? \ 2m

El hamiltoniano no perturbado es

P? P2 P2\? )
Hy=T e _ — ¢ —_ —(H,-Vc© ) =(H,-V¢
0 v 2m+v ~ 2m (Ho V)H<2m) (Ho = V")
entonces, y adoptando la notacién }nl % jm> = |€) para aligerar las expresiones:

AET = (£[VT]¢)

- () S efmo-vrfe)

1/m\> 1 5 .
_ ! () o (e[mg o+ (vey? e —vemg|€)

2 \me /) mec?

como (& [HoV¢| &) = EO (£]V¢| &) se tiene

AEr = _% (7:)2 mlc2 <§ ’(ES)Q + (VC)2 —2V°E, f>
= (B L (e amievie + (e |ver|e)

que depende de dos elementos de matriz que calculamos a continuacion:

)
= —ZeQ/dTTQR,Qﬂ (1")%

Z262

n2ag
2¢2) [ dre2R2, (r)
(e) rr nl(r)T—2

(Ze)*
(i D

1

T

ENVe) = —zé <£

(e|ore)

teniendo en cuenta que

(2e)* _ (20 _
h22

(Za)® me* = 2E; = —2n2E?°

ao
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2.4 Problemas y ejercicios

y como EY = — Ziff =- (Zo‘%imcz reescribimos los productos escalares:
€pele) = 2B, .
0
(glo?]e) = 42 (f%;
y, por fin

2
(Za)” (3 nl EO
n2 4 l+§

~1—-5x10"*Z7! ~ 1 podemos dejarlo en

2
AET:—(ZQ) §_ n EO°
n2 4 l—i—% "

I

|
A~
gz
~——

si consideramos -
me

estamos listos para afrontar el problema 10.
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3 Particulas idénticas

3.1. Introduccidn

3.1.1. Planteamiento del problema

Particulas idénticas son aquellas que tienen iguales todas sus propiedades y caracteristicas
fisicas tales como masa, carga, espin, etc (nuevas propiedades que atin no has sido
introducidas en este curso).

El problema esencial que se plantea al trabajar con particulas idénticas es determinar si son
distinguibles o no. Dicho de otra manera, si podemos asociarles etiquetas alfanuméricas. En
el primer caso sera posible distinguir las coordenadas, momentos, espines de estas particulas
en cualquier funcién en la que intervengan. Podremos entonces trabajar con una funcién
de onda de argumentos bien etiquetados: ¥ (r1,ra,...) y el estudio de sistemas constituidos
por varias particulas idénticas, aunque més farragoso, no contendra aspectos esencialmente
nuevos. Si, por el contrario, resulta que son indistinguibles no podemos hablar sin més de
la funcién ¢ (r1,r2,...) y nos enfrentamos a un problema verdaderamente nuevo al que
tendremos que dar solucion.

3.1.2. Particulas clasicas

Consideremos brevemente el problema de particulas idénticas en mecénica clasica. En
este paradigma posicion y momento son simultaneamente determinables para todo ¢ con
precision arbitraria y sin perturbar el sistema. Por lo tanto el experimental puede trazar las
trayectorias que siguen las particulas sin ninguna ambiguedad, y si éste es el caso, también
puede asociarles etiquetas. Tomemos en consideracion la situacién ilustrada en la figura.
Dos particulas poseen momentos opuestos en el instante inicial ¢ = 0 y asintéticamente
alcanzan un estado en el que los momentos finales se han modificado, debido al proceso
de interaccion que han experimentado, pero siguen siendo opuestos por conservacién del
momento total del sistema. Si en ¢t = 0 asociamos la etiqueta 1 a la particula de la izquierda
y 2 a la de la derecha, ;podremos saber quienes son 1 y 2 en el instante final?. Como en la
mecanica clasica podemos medir sucesivamente la posicién de una particula sin perturbar el
estado del sistema también podremos trazar, a medida que el tiempo avanza, la trayectoria
de cada una de las dos particulas, y por tanto distinguir entre los dos casos que se dan en
la figura.

Existe, no obstante, una cierta ambigiiedad en la eleccién de las etiquetas. Si un ob-
servador llama 1 a una de las particulas, otro puede asociarle la etiqueta 2. Sin embargo,
esta ambigiiedad no afecta al valor de las magnitudes fisicas puesto que todas ellas son
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3 Particulas idénticas

Figura 3.1: Hay dos particulas que convergen (iniciales) y un tiempo después dos que divergen
(finales). ;Podemos saber qué pasé entre medias?. Hay dos casos posibles en lo que
concierne a la identificacién de las particulas, que se muestran en las figuras de debajo.

Figura 3.2: Hasta to podemos anadir etiquetas, y en to las pierden para inmediatamente después
recuperarlas. Con un instrumento més exacto puedo anular la indistinguibilidad en ¢o.

simétricas bajo el intercambio de coordenadas. En efecto, para cualquier magnitud fisica
(Q dependiente de las coordenadas, momentos, etc. se verifica que :

Q (rlvpl;rQap27t) = Q (r27p2;r1ap17t)

Obsérvese que el problema de la indistinguibilidad no se plantea nunca en la mecéanica
cldsica sean las particulas idénticas o no.

Existe un caso, bastante académico, para el que aparece un pequeno problema. Este
caso singular corresponde a dos particulas idénticas puntuales que coinciden exactamente
en el mismo punto del espacio en un instante tg, instante en el que son indistinguibles.
Posteriormente, las dos trayectorias se distinguen perfectamente y podemos asociarles nue-
vamente etiquetas. Por supuesto que aparece nuevamente la ambiguedad sobre a quien
asociarle la etiqueta 1 (o 2), pero ello no tiene consecuencia alguna en el valor de las
distintas cantidades fisicas (energia, momento lineal total, etc.) del sistema debido a la
simetria de las mismas bajo intercambio de etiquetas. De todas formas se trata de un
problema extraordinariamente académico. Sabemos, por ejemplo, que el potencial efectivo
de COULOMB en una dimensién tiene una forma tal que para cualquier E > 0 existe un g
(pardmetro de impacto) que nos da la distancia de maxima aproximacién de las dos parti-
culas . Es decir, éstas no pueden situarse a una distancia menor que ry y en consecuencia
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3.1 Introduccion

Figura 3.3: Se representan funcién de onda 1)1 y ¥2 normalizadas y con probabilidad significativa
s6lo en una pequeiia regién (el solapamiento de las dos funciones de onda es cero).

Figura 3.4: Merced a la evolucién guiada por el potencial atractivo, los dos paquetes se ensanchan
y aparece solapamiento.

nunca se encontraran en le mismo punto del espacio(®)

3.1.3. Particulas cuanticas

Como vamos a ver inmediatamente la situacion cambia radicalmente en la mecanica
cuantica donde el estado del sistema no viene dado por las posiciones y velocidades de
las particulas, si no por su funcién de onda. Para simplificar la discusiéon consideremos
dos particulas idénticas, inicialmente muy alejadas la una de la otra y cada una de ellas
descrita por su paquete de ondas (figura 3.3). En esta situacién existen dos regiones del
espacio claramente separadas, esto es, sin solapamiento, en cada una de las cuales existe
probabilidad uno de encontrar una particula. Dado que las dos regiones de probabilidad no
nula aparecen claramente separadas, podemos distinguir las dos particulas. No podemos
hablar de trayectorias, como en la mecanica clasica, sino de regiones distinguibles y por lo
tanto etiquetables.

Supongamos que las dos particulas forman un estado ligado bajo la accién de un cierto
potencial atractivo, es decir, la energia total del sistema es E < 0. Debido al caracter
atractivo del potencial, los dos paquetes de ondas (particulas) se mueven hacia el centro del
mismo a la vez que se ensanchan y, finalmente las dos regiones de probabilidad comienzan
a solaparse. El problema de la distinguibilidad se plantea cuando los dos paquetes de onda
se solapan apreciablemente. Podemos, en general, determinar la probabilidad de encontrar
una particula, pero no saber cudl de las dos particulas es, ya que a esa amplitud de
probabilidad contribuyen ambos paquetes de onda. Como son idénticas, no hay criterios

1En la préctica 7o puede ser tan pequefio que nuestro instrumento de medida no sea capaz de resolverlo y
parecera que las dos particulas se superponen.
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Figura 3.5: Particulas como regiones de probabilidad. Detectores formando un éngulo 6 con el eje
x por el que convergen las particulas.

para diferenciar cudl se ha encontrado. Ademads, como E < 0 las dos particulas forman un
sistema ligado y quedan atrapadas en la zona donde el potencial toma valores apreciables,
que normalmente suele ser pequena. Asi el solapamiento continua siendo alto de forma
indefinida.

Otro ejemplo que describiremos més cualitativamente, si cabe, es el proceso de dispersiéon
de dos particulas idénticas en mecanica cudntica. En el momento inicial ¢ = 0, las dos
particulas vienen descritas igual que antes por sus paquetes de onda, aunque en la practica
se trabaje con ondas planas. Argumentos muy generales utilizados con la ecS permiten
deducir que la funcién de onda lejos de la zona de interaccién (donde se emplazan los
detectores) es de la forma

expik-r

fO)—,

r

2
y por tanto la densidad de particulas va como ! (T%) . En la practica la region de probabilidad
no nula forma un frente de onda (que en la figura hemos supuesto que es esférico) y al

llegar a los detectores es absolutamente imposible diferenciar entre las particulas.

3.2. Sistemas de dos particulas idénticas

En esta seccion estudiaremos como influyen las ideas anteriores en la funcién de onda
de un sistema formado por dos particulas idénticas. Denotaremos esta funciéon de forma
simplificada como

Q/) (17 27t)

donde 1 ={ry,S1.,...} y 2{=r2, 52, } son en sentido amplio las coordenadas de cada
particula. Obsérvese que se presenta la siguiente contradiccién: por un lado indistinguibi-
lidad no permite asociar etiquetas a las coordenadas de las particulas , pero por otro las
necesitamos para poder construir funciones multivariable. Existen caminos diversos para
sortear este problema que conducen al mismo resultado.
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3.2 Sistemas de dos particulas idénticas

3.2.1. Afirmacién fuerte

Una forma de proceder consiste en afirmar que la permutacion de las coordenadas de
las dos particulas que forman el sistema no modifican el estado del mismo. Por lo tanto
¥ (1,2,t) vy 1 (2,1,t) caracterizan exactamente el mismo estado del sistema. Por ello debe
cumplirse que

¥ (2,1,t) =Y (1,2,1),

es decir, la diferencia entre ambas funciones de onda es una fase global. Entonces

B(2,1,1) = €9 (1,2,1) = € (69 (2,1, 1)) = () (2,1,1),

O sea
() =1 = ¢ = +1

Esta forma de introducir en el formalismo de la FC la indistinguibilidad conduce a que el
intercambio de los argumentos de la funcién de onda produce, a lo sumo, un cambio de
signo. Segun estos argumentos, la funcién de onda del sistema solo puede ser simétrica o
antisimétrica. Se trata de una conclusion extraordinariamente fuerte y debemos pregun-
tarnos ahora si es compatible con la experiencia. La respuesta es afirmativa. Todos los
resultados experimentales conocidos hasta el presente son consistentes con el hecho de que
la funcién de onda sea simétrica o antisimétrica bajo el intercambio de coordenadas.

No menos importante es que el cardcter de la funcidn de onda (su simetria o antisimetria
ante el intercambio de coordenadas) sdlo depende del espin que poseen las particulas del
sistema. En concreto tenemos:

1.  Fermiones, particulas de espin semientero que tan solo poseen estados antisimétricos.
2. Bosones, particulas de espin entero que sélo poseen estados simétricos.

3. No existen estados de simetria mezclada.

3.2.2. Afirmacioén débil

El argumento que conduce a la invariancia del estado bajo el intercambio de las coor-
denadas de dos particulas idénticas a partir de su indistiguibilidad, es en realidad falso.
Lo tnico que realmente podemos deducir es que dicho intercambio no puede dar lugar
a diferencias observables. En concreto, los posibles resultados de cualquier medida deben
permanecer inalterados.

Sea P2 el operador que al actuar sobre un estado intercambia todas las coordenadas
asociadas a las dos particulas.

P121/J(17 2) = ¢(27 1)

Algunas propiedades de este operador son
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P2, = 1 — Py =P},
P2,0(1,2) P15(P1at)(1,2))
Ple(27 1) = w(172)

2. Pl, =Py} (sin demostracion).

3. P];Q(’)(l, 2)P12 = O(2,1), donde O es un operador cualquiera que depende (en gene-
ral) de las coordenadas de las dos particulas.
La demostracién de esta propiedad requiere estudiar los elementos de matriz del ope-
rador entre estados ¢, cualesquiera. Asi

(610]v) = / d1d2¢*(1,2)0(1,2)i(1,2)

(P120)|O| Prat) = / d1d2* (2, 1)O(1,2)(2,1) = / d1d267(1,2)0(2, 1)(1, 2).
Ahora bien
(P12¢ |O|P127)) = <¢> ‘PL(’)PQ‘ ¢> = /d1d2¢*(1,2) (PJ{QO(LQ)PH) P(1,2),

y puesto que esto es cierto para cualquier par de funcién de onda llegamos a la
identidad superior entre operadores.

Como deciamos al principio los resultados de cualquier medida no deben verse alterados
porque realicemos un intercambio de coordenadas. Por tanto para cualquier estado |i))debe
cumplirse que

W10]) = (¥ |PL,0PL| ) - O(1,2) = PLO(,2)P1, = O(2,1),

es decir, que el observable sea simétrico bajo el intercambio de todas las coordenadas de
las dos particulas. Esta es la primera gran consecuencia de la indistinguibilidad, que en la
practica no produce un gran efecto porque las magnitudes fisicas (cldsicas) suelen poseer
esta propiedad.

Por otro lado la energfa (el hamiltoniano) es un observable y debe cumplir que

PI,HPy, = H — [H,Py,] =0,

lo que automaticamente nos lleva a que los autoestados del hamiltoniano también los son
del operador de permutacion, o a que los autoestados de H vienen etiquetados con los
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3.3 Caso general. Postulado de simetrizacion

autovalores de P15. Ahora bien, este operador solo posee dos autovalores A = +1 ya que
P2, = 1. En efecto, sea ¢(1,2) una de sus autofunciones, es decir

P12¢(1,2) = Ap(1,2)

¢(1,2) = P1y0(1,2) = AP1ag(1,2) = A?¢(1,2) — A = +1

Por lo tanto las autofunciones del operador de permutacién deben ser simétricas 6 an-
tisimétricas ya que

¢(2v 1) = P12¢(1v 2) = i(é(l? 2)7
y segin toda la argumentaciéon anterior también lo deben ser las del hamiltoniano. Esto
no plantea dificultad ya que si ¢(1,2) es autofuncién de H con autovalor E,

H(1,2)9(1,2) = Ey(1,2),

también se cumple que
H(2,1)9(2,1) = H(L,2)9(2,1) = E(2,1),

o en general
H(1,2) (ap(1,2) + bp(2,1)) = E (ah(1,2) + b)(2,1)) .

Cualquier combinacién lineal de ¥(1,2) y 9(2,1) es autofuncién con energia E. Indis-
tinguibilidad impone que s6lo dos de ellas son fisicamente aceptables: la simétrica y la
antisimétrica(?).

$O(1,2) = L 1,2) +9(2,1)
¢(A)(1a2) = %(1/}(1’2)_1#(271))

Las consecuencias asociadas a la indistinguibilidad de las particulas idénticas llegan hasta
aqui. En principio nada impediria que en un mismo sistema de particulas idénticas coe-
xistiesen los dos tipos de solucién. La experiencia demuestra que esto no ocurre; el estado
fundamental del atomo de helio no estd degenerado, por ejemplo. Un sistema viene carac-
terizado solo por estados de una clase y ésta viene determinada tnica y exclusivamente
por el espin de las particulas.

3.3. Caso general. Postulado de simetrizacién

Postulamos las propiedades de la funcién de onda que caracteriza un sistema de N > 1
particulas idénticas. V1 < 4,5 < N, tenemos

W(1,2,. i ii+ 1, =15+ N =¢ (1,2, i1+, —Li+1,...

2Nétese que las fases internas de una fdo son esenciales. Cambiar o eliminar dichas fases significa cambiar
radicalmente la naturaleza de dicha fdo. Por el contrario las fases globales son irrelevantes y pueden ser
eliminadas de la fdo sin afectar a ningin proceso de medida.
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para los bosones y
V(1,2 i—Lii+1,.. =15 j+1,... N =—(1,2,....i—1,ji+1,....5—1Lij+1,....N)

para los fermiones. En estas expresiones la negrita subraya las etiquetas que se intercam-
bian. Las dos relaciones anteriores constituyen el postulado de (anti)simetrizacion de la
funcidn de onda. En el caso de los fermiones se le llama también principio (fuerte) de ex-
clusion de PAuLL Este postulado tiene validez general excepto en unos pocos casos, entre
los que destacaremos

= cuando las particulas se encuentran muy alejadas y sus paquetes de onda jamads
solapan.

= cuando inicialmente las dos particulas tienen proyecciones de su espin opuestas y la
interaccion entre ellas no modifica este hecho, lo cual permite considerarlas como
distinguibles.

Podemos escribir el postulado de forma més compacta como

W (1,2,...,N,t) = (£ (i1, i2, 83, . . . ,in, 1)

donde {i1,i2,43,...,in} es una permutacién de la secuencia {1,2,3...,N} y N, es el
numero de transposiciones de dos indices necesarias para pasar de una a otra.

Ejemplo {1,2,3} — {3,1,2} se puede escribir como {1,2,3} — {3,2,1} — {3,1,2} (dos trans-
posiciones). Es decir, que
¥ (1,2,3) = (£1)°¢ (3,1,2)
que también se puede hallar efectuando las dos transposiciones una después de otra segiin
la regla particular para una transposicién escrita mas arriba.

Una funcién de onda que no satisface los requisitos anteriores es errénea excepto que nos
encontremos en uno de los pocos casos en los que el postulado no se aplica. Aunque en
la mecdnica cudntica la (anti)simetrizacién de la funcién de onda se ha introducido como
un postulado, en la Teoria Cuantica de Campos surge como un teorema conocido como
teorema espin—estadistica.

Principio débil de exclusion de Pauli Determinemos la probabilidad de que dos fermiones
se encuentren en la misma posicién r y con proyeccién del espin S,. La funcién de onda
verifica que

Y (r,S5r,8,5t) = = (r, 851, 8,5t) =0

y, en consecuencia, la probabilidad de dicho suceso es cero. La afirmacion de que es im-
posible encontrar dos fermiones idénticos en la misma posicién, con la misma proyeccién
del espin se conoce con el nombre de forma débil del principio de exclusién. Este mismo
principio se puede enunciar de otra forma cuando consideramos funciéon de onda determi-
nantales® que introduciremos a continuacién.

3Esto ocurre normalmente en fisica atémica o molecular
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3.4 Zoologia

La forma débil del principio de exclusién introduce una pregunta bastante interesante.
De acuerdo con lo que hemos estudiado hasta ahora no hay ninguna restriccién para que
dos bosones con la misma proyeccién del espin (y quiza otros niimeros cudnticos iguales) se
situen en el mismo punto del espacio r. ;Se trata de una situacién realista o un es artefacto
de la teoria? . De todas formas no existe capacidad experimental (técnica) para distinguir
esta situacién de otra en la que las dos particulas se encuentran infinitesimalmente cerca.
Tened en cuenta que un experimento no determina nunca |(r)|? , sino

[ (x)*Ar

es decir el valor medio de la densidad de probabilidad en una regién muy pequena, pero
finita.

3.4. Zoologia

3.4.1. Particulas fundamentales

Llamamos asi a aquellas particulas que son puntuales y por tanto no tienen estructura
interna, esto es que no estdn compuestas de otras (al menos con el grado de conocimiento
actual). Distinguimos entre aquellas particulas que son los ladrillos bésicos de toda la
materia conocida y las particulas portadoras, que transmiten las diversas interacciones.
Las primeras son siempre fermiones con espin s = 1/2. En la tabla 3.1 s6lo hemos incluido
la mitad ya que faltan las antiparticulas correspondientes donde cada una de ellas posee
todas sus caracteristicas fisicas iguales a las de su particula excepto la carga eléctrica, que
resulta ser opuesta. Tampoco aparece su clasificacion en tres familias ni se detallan todos
los niimeros cuanticos que son necesarios para su perfecto etiquetado.

Las particulas portadoras conocidas son todas bosones de espin s = 1. El gravitén que
atin no ha sido detectado posee sin duda alguna espin s = 2. Algunas de estas particulas,
como el fotén, no poseen masa, otras como los gluones son capaces de interaccionar consigo
mismas, etc.(®)

3.4.2. Particulas compuestas

Las particulas compuestas se comportan como fermiones o como bosones, segin sea su
espin, en procesos en los que su estructura interna es irrelevante. Por ejemplo, un sistema
formado por dos positronios (dtomo exético y de vida extraordinariamente breve formado
por un electrén y un positrén y cuyo espin es s = 0) puede funcionar como dos particulas
fundamentales que se comportan como bosones si las particulas individuales de un posi-
tronio no “ven” a las de otro. Otro ejemplo es el de los dtomos de He. A energias tipicas de

4A diferencia de lo que ocurre con las ondas electromagnéticas que son ficiles de detectar y de generar,
hasta ahora no ha sido posible detectar ondas gravitacionales. De la misma manera que las ecuaciones
del electromagnétismo predecian la existencia de ondas electromagnéticas ya antes de ser observadas, la
relatividad general predice la existencia de este tipo de ondas y la particula asociada a este campo debe
poseer espin dos.
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Directorio de particulas fundamentales
) Quarks (s=1/2) | u, d, s, ¢, b, t
Fermiones
Leptones (s=1/2) | e™,Ve, 1 Wy, T sViau
s=1 v(ED), Z°(ED), W*(ED), g(F)
Bosones
s=2 G(GR)

Cuadro 3.1: Particulas elementales conocidas (exceptuando el gravitén). Todos los fermiones tie-
nen su antiparticula correspondiente. Algunas particulas se conocen simplemente co-
mo una letra: quarks u y d, bosones Z° y W*. Otras tienen nombre propio: n =

mudn, T = taudn, v. = neutrino electrénico,... v = fotén, g = gluén, G = graviton.
EM = int. electromagnética, ED = int. electrodébil, F = int. fuerte, GR = int.
gravitatoria.

leV la interaccion entre dos atomos de He es tal que pueden ser tratadas como particulas
elementales de espin cero, y por lo tanto, como bosones. Otro ejemplo, a energias del orden
del MeV dos protones que tienen espin % pueden considerarse como dos fermiones, aun-
que sepamos que estan compuestos de quarks. El que la estructura interna de un sistema
o particula se haga evidente o no depende sobre todo de las energias a las que trabajamos.
Una forma muy burda de preveer si la estructura de una particula es relevante consiste en
calcular su longitud de onda de DE BROGLIE. Asi a una energia del orden de 1eV tenemos
que la longitud de onda asociada al atomo de He es aproximadamente A ~ 0,3A. Esta es
del tamafio del propio d&tomo y no puede resolver la estructura de otro dtomo de Helio(®)

Ejemplos
= Fermiones: el protén, el nicleo de Hes, etc.

= Bosones: piones 7°, 7%, el niicleo de Hey (la particula «), el 4tomo de He, etc.

3.5. Antisimetrizaciéon de funciones de onda producto

A lo largo de toda esta seccién trabajaremos con un sistema de fermiones idénticos. El
caso de bosones se trataria de forma totalmente andloga. Consideremos un tipo de hamil-
toniano muy simple, pero que se presenta (aunque sea de forma aproximada) a menudo en
la Naturaleza:

H="h(1)+h(2)

5Téngase en cuenta que el tamafo del nticleo es del orden del fermi (fm) y 1fm = 1075 A.
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donde h (i) sélo depende de los grados de libertad de la i-esima particula (coordenadas
espaciales, momentos, espines...) . Es decir

p?
h(i) = 32 +V (x,Si, ...)

Normalmente, los hamiltonianos de la forma H = > h(i), y en general las magnitudes de
la forma O = 3" o(i) , se dice que son a un cuerpo. Esta nomenclatura se extiende también
a los operadores correspondientes

Llamemos ¢, a las autofunciones de h (i) y e, a sus autovalores:

h (i) ¢q (i) = eada (1),

con ’ . ’
f di (b:; (Z) ¢b (Z) = 6ab

>0 @4 (1) &5 ()

donde ¢ (i) = ¢a (ri,52:) y [di =g  [dr;.
Vamos a probar que los autoestados del hamiltoniano completo H son de la forma

Dap (1,2) = ¢a (1) P1 (2)

I
=
<

En efecto
Hoa (1) ¢ (2) = (h (1) +1(2)) ¢a (1) d5 (2) = ... = (ea +€5) Pa (1) b1 (2)
es decir, @, es autoestado con energia F,, = e, + €,
H®up, (1,2) = (eq + €p) Pup (1,2) = EqpPup (1,2)
Ahora bien, estas autofunciones no satisfacen el postulado de antisimetrizacién.

(ba (1) ¢b (2) 7é _d)a (2) (bb (1)

La forma de resolver este inconveniente consiste en construir combinaciones lineales de
estas autofunciones que si lo hagan. Por ejemplo

% (6a (1) 65 (2) — ba (2) 65 (1)

La nueva funcién de onda cumple varias propiedades importantes:

Do (1,2) — P (1,2) =

1. El postulado de antisimetrizacion:
4y (1,2) = (90 (1) 6 (2) = 60 (2) d1 (1)) = = (90 (2) 6 (1) = 6 (1) 65 (2)) = ~@3) (2, 1)

2. Esta convenientemente normalizada si las ¢ lo estan

/d1d2

/d1d2 (25 1, 2))* o (1,2)

2
A
q’ib)‘ =1

6acébd - 6ad6bc
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3. Es autofuncién del hamiltoniano del sistema completo

Ho'Y = B,

ab

Podemos reescribir esta funcién usando una notacién determinantal

(A) 1 9a(1) ¢a(2)
Pap (1,2) = V2| o (1) é6(2)

por lo que no es de extranar que estas funciones reciban el nombre de determinantes de
SLATER en honor al fisico americano J.C. SLATER.
i Cémo seria para n particulas?

El hamiltoniano a un cuerpo del sistema sera ahora

H=h1)+h(2)+...+h(N)=>Y_h(i)
y al igual que antes es trivial demostrar que las autofunciones del operador H son

(I)al,aQ,...,aN(la 2., N) = ¢a1 (1) ¢a2 (2) T d)aN (N,)

ya que

N N N
Hd)al (1) ¢a2 ( ) ¢aN =H H ¢a7, eal +...+ eaN) H ¢ai (7/) = <Z eai> (H ¢ai (Z)>
i=1 i=1

i=1
Usaremos la siguiente notacién més compacta:
H(I){{”} (]., 2... ,N) = E{ai}(I){ai} (]., 2, e ,N)

De la misma forma que en el caso de dos particulas las funciones producto ®;4;3 (1,2..., N )
no satisfacen el postulado de antisimetrizacién, y la versiéon antisimetrizada se construye
en forma de determinante

¢a1 (1) s ¢a1 (N) .
B = A{gur (1) ban (N)} = —— N
{as} al aN \/m "\ \/ﬁ ce ai.

(baN (1) ¢aN (N)

donde el factor \/ﬁ estd asociado a la normalizacién de una funcién determinantal N x IV,
que tiene N! términos.
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Ejemplo Construya el determinante de SLATER de 3 fermiones en estados de una particula a, b, ¢

e
op (1) d(2) (3
VB 6.(1) 602 e (3)

Obsérvese que transponer la matriz no altera el determinante (a tener en cuenta cuando se
consulte la bibliografia). Para hacerse una idéa més clara de lo farragoso que es trabajar
con estas funciones, supongamos ahora que deseamos calcular

2
A € A
<(I)¢<zbc) § : ‘q)fzbc)>

5P

1=i<j=3 I"! J

Este elemento de matriz es una combinacién lineal de 3x6x6 términos. El llamado formalismo
de sequnda cuantizacion permite trabajar de forma mucho méas comoda con funcién de onda
(anti)simetrizadas de N particulas.

o (1,2,3) = —

abe

Cuando nos restringimos a funcién de onda de esta clase el ppo débil de exclusién puede
enunciarse de otra forma. Supongamos que dos de los electrones estuvieran en el mismo
estado, a, por ejemplo. Entonces ®,,. = 0 ya que el determinante de SLATER poseeria
dos filas idénticas. Por tanto, la probabilidad del suceso es cero. Asi, Podemos decir que
la probabilidad de encontrar dos fermiones con los mismos numeros cudnticos iguales es
cero.(®)

Cuando construimos un determinante de SLATER tratamos simultaneamente los grados
de libertad orbitales y de espin por lo que es muy probable que ni la parte orbital ni
la de espin poseean una simetria de intercambio bien definida. Ahora bien, podriamos
estar interesados en construir estados completamente antisimétricos cuya parte orbital sea
simétrica y cuya parte de espin sea antisimétrica (o viceversa). No se trata de un antojo
sino que las funciones con buen momento angular orbital y buen espin total son de este
tipo.

Consideremos un sistema formado por dos electrones, o en general, por dos fermiones
idénticos de espin s = 1/2. En este caso las autofunciones de h(i) (las ¢) son expresables
asi:

$a (@) = ¢a®)x?, a=(a,5.)

@ _ (0
(i) 1

6El concepto de indistinguibilidad de las particulas idénticas en la mecdnica cudntica se introdujo
(descubrié) de una manera radicalmente diferente a la que nosotros hemos tratado de seguir.
Estudiando los espectros de dtomos multielectrénicos, PAULI y otros se dieron cuenta que debia
existir algin tipo de restriccién sobre los estados accesibles por los electrones si no se queria
predecir un numero excesivo de estados que no se observaban en la experiencia. Asi nacié el
llamado principio de exclusién de PAULI (en su forma débil) que conduce naturalmente al concepto

inicial.
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es decir, cada autofuncion es producto de una parte orbital y otra de espin. La parte obital
serd en general:

Pa (ri) = R, (rs) Vi ()

y recordemos que las funciones de espin cumplen

. 3 _

I = K (si + )XY = EHQXEQ
. _ 1. 4

Sxl) = hsxlY) = iiths‘z)

Podemos contruir funciones de onda de dos particulas totalmente antisimétricas, pero que
sean simétricas bajo el intercambio de las coordenadas espaciales y antisimétricas bajo el
intercabio de las de espin y viceversa. Fijémonos primero en la parte de espin. Empezaremos
construyendo funciones de espin simétricas convenientemente normalizadas

Intentemos determinar la forma de las funciones de espin de dos particulas que son, ademas,
autofunciones de S? = (S; + 82)2 y S, = S,1+5.2. Como s; = 1/2 tenemos que s € {0,1}
y por supuesto las terceras componentes cumplen my; = mq + msy . Tal y como hemos
repetido varias veces a lo largo de este curso las fuciones asociadas al momento (de espin)
suma se construyen mediante los CG

) 1 1
o 5 (i

miy,ms2

Cuatro casos

1. s=1mgs=1

—_ 1
2= =P
2 2
2. s=1ms=-1
—_ 1
2L ==X
2 2

92 Introduccién a la fisica cudntica, segunda parte 1.00 (05/23/2002)




3.5 Antisimetrizacion de funciones de onda producto

1
== == (") +x )

2

De acuerdo con estas expresiones las tres funcién de onda Z;, con s = 1 son completamente

simétricas bajo el intercambio de las dos particulas. Por el contrario la tnica funcién con
s = 0 coincide con la funcién de onda completamente antisimétrica. Muchas veces se habla
de triplete de espin para referirse a los tres estados s = 1, ms € {—1,0, 1} mientras que el
estado s = 0 se llama singlete de espin.

Ahora debemos combinarlas con una parte orbital adecuada de manera que la funcién
de onda global satisfaga el ppo de exclusién. Es decir

A{pa (r1) @ (r2)} B}y
S {@a (r1) @ (r2)} =9

donde,

1

Alpa (1) eo (r2)} = == (@ (r1) @1 (r2) = ga (r2) @b (1))

S{pa (r1) po (r2)} = % (a (r1) b (r2) + @a (r2) @5 (r1))

ya que para obtener funcién de onda completamente antisimétricas debemos combinar
partes simétricas con antisimétricas y viceversa.
Es facil verificar que estas funciones de onda son autoestados de hamiltonianos como

H = h(I’l) +h(I’2)

donde ponemos h (r1) en lugar de hy para indicar ()que no depende del espin y donde
suponemos que

h(r)pa(r) = eqpa(r)
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Se tiene entonces que
A —
HOU, o = HS{pa (r1) s (r2)} =5

- E0H (pa (1) @b (T2) + 0 (r2) @1 (r1))

20 (b (r2) h(r1) @a (1) + 0 (r1) b (r2) @3 (r2) +...)

S-Sl

= %Eg (ea<pb (1'2) ©Ya (1'1) + €pPa (1'1) ©b (1‘2) +.. )

1 _
= (eate) ﬁig (o (r2) ¢a (r1) +...)
A

= (eate) 25l
Como puede observarse no solo hemos construido funciones (antisimétricas) cuyas partes
orbital y de espin también tienen simetria bien definida, sino que ademés tienen buen espin
total. También pueden construirse funciones con momento orbital total bien definido pero
como este proceso es mas complicado lo dejaremos para el curso siguiente.

3.6. Repulsion efectiva

Una vez que hemos construido funcién de onda completamente antisimétricas uniendo
partes orbitales y de espin con la simetria de intercambio adecuada pasamos a estudiar
como una funcién de onda orbital antisimétrica puede dar lugar a una suerte de repulsién
efectiva entre las particulas, aunque entre ellas no exista interaccién alguna. Se trata de un
fendmeno muy interesante, ademds de importante, asociado al principio de simetrizacién.

Estudiemos el caso de dos particulas idénticas que no interaccionan entre si y que se
encuentran dentro de una caja unidimensional. No tenemos en cuenta el espin de dichas
particulas, que puede ser cualquiera. El hamiltoniano del sistema es un operador a un
cuerpo suma de los de cada una de las particulas. Estos constan de un término de energia
cinética mas un pozo cuadrado infinito que representa a las paredes de la caja. Osea

H="hy+hy
con hi:§i+V(xi)yV(x) tal que

a

0 ) —

st |9L‘|<2

el 25

0 s |x] > -

-2

la resolucién detallada (suponemos aqui que el lector la conoce; queda si no referido a la
bibliografifa) conduce a las siguientes energias y autofunciones

h; ¢, (Iz) = endn (xz)
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donde
h? rn2 9
- = %(?) - o
¢n(5'3)‘|1|2% =0

2 . z 1
én (1')‘|:c|<% = \/;SIHTUT (a + 2)

con n € N. Una vez que tenemos resuelto el problema de una particula acometamos el de
dos:
H® (21, 22) = €g (n2 + m2) D (21, 22)

En realidad tenemos que considerar dos tipos de soluciones

‘b%% (w1, 22) = A{bn (21) Pm (T2)}

) (1,22) = S{dn (¥1) b (x2)}

El primer tipo es antisimétrico y deberd combinarse con una parte de espin simétrica en
el caso de fermiones y con una parte de espin antisimétrica si se tratase de bosones. El
segundo tipo de autofunciones es espacialmente simétrico. Si por ejemplo, las particulas
que forman el sistema fuesen bosones con espin s = 0, y por tanto no existiese parte de
espin, las dnicas soluciones admisibles serian las del segundo tipo.

Ahora vamos a escribir de forma explicita las autofunciones correspondiente a los pri-
meros niveles de energia. La energia més baja posible en el sistema es

Eqq = 2eo,
y su funcién de onda orbital es
s
<I>§1) (w1, 22) = ¢1 (21) P1 (22) .
Es imposible construir para dicha energia la funcién orbital antisimétrica @g‘f) (21, 22).
Por lo tanto si se tratase de un sistema de dos fermiones su parte de espin deberia ser
antisimétrica. El siguiente nivel de energia es

E12 = 560,

y las funciones de onda correspondientes son

(61 (71) @2 (T2) — b1 (w2) P2 (71))

o) (x1,22) =

) (x1,2) = —= (61 (x1) o (w2) + b1 (22) d2 (1))

-l

2
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-0.2+

-0.4+

0.4 0.2 0.2 0.4

xo

Figura 3.6: Densidad de probabilidad de <I>ﬁ)para a = 1. La particula se mueve libremente desde
T = —% ax= % Vemos que hay un maximo de probabilidad de que los dos bosones

se encuentren juntos en el origen de coordenadas. La probabilidad de que las separe
una distancia relativamente grande se hace cero rapidamente.

. } . a
sustituyendo @1 y ¢2 por sus expresiones resulta que para |z| < §

S 2 T TXo
<I>(11) = —COs —— COS ——
a a
y
() V2 TX1 . 2TWTo Txy . 2mxy
®5’ = —— | cos — sin —— + cos —= sin
a a a a a
(4) \/§ T, . 27T£L’2 T2 . 27T£L’1
®,’ = —— |cos—sin — cos — sin
a a a a a

Si representamos las densidades de probabilidad
|® (21, 72)[

asociadas a estas funciones aparece claramente la < <repulsion> >que experimentan las
particulas caracterizadas por funciones orbitales antisimétricas. En las dos soluciones tipo

s s 5 (o (o .
simétrico, <1>§1)y <I>g2) el méximo o méximos se encuentran siempre sobre la recta x; = x2,

- , . . . . A
lo que indica que las dos particulas tienden a situarse juntas. Por el contrario, para <I>§2) los
maximos estan sobre x1 = —xs, por lo que las dos particulas tienden a situarse separadas.

3.7. Problemas
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0.4+

0.2

-0.2+

-0.4+

Figura 3.7: Densidad de probabilidad de <I>:(l§) para a = 1. La particula se mueve libremente desde

T = —% ar = % Hay dos méaximos, y los dos estan sobre y = z, es decir, que las
particulas tienen probabilidad de estar juntas en dos puntos simétricos respecto al

centro de la caja.

A
o i
{ il
":‘:&\ /%'0: ii\\\
i “ \}\\\kz

|
I/o

- N

0“\\\\ /NI
N (s
'»‘!tf??“ .g;sg“‘

N
3 N ““2‘\3“‘

Figura 3.8: Densidad de probabilidad de @5’3) (fermiones) para a = 1. La particula se mueve

libremente desde x = —% axr = % Los picos de probabilidad de los fermiones estéan
sobre y = —uxz: las particulas se sitian simetricamente y a la misma distancia del
centro.
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3.7.1. Enunciados

1.

98

[A] Escriba en forma de determinante de SLATER las funciones de onda correspon-
dientes a la configuracién (2p)2

a) conmy =2y ms=0 (m =my + mg)

b) conmy=1yms=1(ms=ms +ms)

[A] Escriba en forma de determinante de SLATER o como combinacién lineal de
determinantes de SLATER la funcién de onda asociada a (1s, nim)® X (1) con m, = 0.
Por ejemplo (1s, 2pm)3 pP.

[A] Considere la siguiente configuracién del dtomo de Litio.

3s3p3d

(hiperexcitado: de hecho, esta en el continuo). Construya funciones de onda comple-
3

tamente antisimétricas que correspondan a m; =1y mg = 3.
[A] Dos electrones se encuentran en el mismo estado de espin (esto implica que la
funciéon de onda de espin del sistema es simétrica y, por tanto, que la orbital es
completamente antisimétrica). Si cada electrén estd representado por un paquete
gausiano de la forma

1/2 2 2
b = (%) exp — £l
w)? W (z+a)?
o = () etz
es decir, uno centrado en £ = a y otro en z = —a.

a) Construya una funcién de onda orbital convenientemente normalizada .

b) Si p = 2A"lestime el valor de a para el que los efectos del principio de PAULI
son despreciables.

[A] Consideremos un sistema formado por dos particulas idénticas, cada una de las
cuales viene caracterizada por una funcién de onda

_exp (ima)
¢m(a) - \/ﬂ

Podemos teber tres posibilidades para la funcién de onda del sistema, a saber: i)
producto no simetrizado de las ¢, @%221, ii) funcién de onda completamente antisi-
métrica <I>£;n1 ) y iii) funcién de onda completamente simétrica @%L Se pide que

, a€l0,2n], me Z.

a) Escriba estas funciones de onda convenientemente normalizadas
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b) Calcule las densidades de probabilidad asociadas a estas funciones de onda. ; En
qué caso es mayor la prb. de encontrar al sistema en la configuracién a; = as?.

¢) Evalte en los tres casos la separacién media dada por ((a; — az)?).

6. [A] Dos electrones se encuentran en el mismo estado de espin y dentro de una caja
unidimensional de paredes reflectantes perfectas, situadas en x = :i:éObtenga la
energia del estado fundamental y escriba la funcién de onda del mismo. Si en vez de
electrones tuviesemos piones ;cual seria la energia del estado fundamental?.

3.7.2. Algunas soluciones

1.

a) Los dos my; =1 (de cada particula) por ser el m; total 2. Para el mg, tenemos
Mg = % Y Mgo = —% o bien mg = —% Y Mgo = % La pregunta es cuantas
funciones de onda distintas podemos construir con estas posibilidades.

i)

P11 = on1 (ri)X(%

p2 = o11(r;) X(j)%

_ 1(1) ¢1(2)
tnmamaah2) = S S0 D)

B i @211(1‘1) (; P211 (I‘2)X(f)

B \@ 90211(1‘1) il)% 90211(1‘2))(?2)%

Demostrar que esto tiene buen espin. Para ello debemos recordar cémo son
las funciones de onda de dos particulas con buen espin. Vamos a desarrollar el
determinante

1 1) (2 (@2
Qpy=2,m.=0 = 211 (r1) p211 (r2) —= (X(; xS ))
\/§ 2 2 2
Entre paréntesis esta la funcién de onda de espin cero, luego la respuesta es que
si. La forma més elegante de hacer esto es aplicar S? y S, sobre la funcién de
onda ®_ y comprobar que el espin estd bien definido.

b) conmy=1lyms=1.mg = % Y Mo = % mientras que para m; hay opcionesl, 0
y 0,1. El determinante es

|2111|§> 211)? |
V2| 21001 [ (2100 |

).
)

q)mlzl,ms:l

N|— N[
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Desarrollando el determinante

1 2
S LA E (|211>1 1210)% — [211)? |210)1)
=1ms = NACYRP

1 1,2 1 2 2 1
- —Ln (|211> 1210)% — [211) |210>)
V2

lo que demuestra que (contrariamente a lo habitual) este determinante tiene
buen espin también.
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4 Sistemas con pocos electrones

4.1. Introduccidn

Los electrones son una de las piezas basicas que constituyen casi toda la materia co-
nocida. Son parte fundamental de dtomos, moléculas y sélidos. También forman parte
de sistemas poco habituales en la naturaleza que nos rodea como son los plasmas, o los
aun mas exéticos atomos y moléculas compuestos parcialmente por antiparticulas. Existen
ademads estructuras totalmente artificiales como son los agregados metélicos y quantum
dots.

Si los 4tomos pueden considerarse como agregados de uno o més electrones y un nicleo,
las moléculas por su parte son agregados de varios nicleos y electrones. Resulta imposible
dar una definicién de las moléculas o de los dtomos mas exéticos porque existen de muchos
tipos. Quiza baste con dar como ejemplo el del positronio constituido por un electrén
y un positrén o el de la molécula Ps™, formada por dos electrones y un positrén. Lo
que diferencia a estos sistemas de los otros que hemos enumerado es que pueden estar
formados por un numero relativamente pequenio de particulas. Los agregados y quantum
dots contienen normalmente varios miles de electrones mientras que plasmas y soélidos
son sistemas macroscépicos con un numero de particulas del orden de N4, el ntimero de
AVOGADRO.

La “fisica” de cada uno de estos sistemas es bastante diferente a la de los demas, es decir
la forma de sus espectros, las escalas de energia involucradas, la forma de interaccionar con
sondas externas, etc. son muy diferentes en cada caso. Precisamente por esto cada uno de
ellos merece (o merecerfa) un tratamiento separado. Sin embargo, los métodos tedricos que
se utilizan para estudiar atomos y moléculas muy ligeros son similares. Asi, en un curso
orientado no solo a la fenomenologia, sino a la forma en que se aplica el formalismo de la
mecéanica cudntica parece razonable que puedan encontrarse en un mismo capitulo.

Actualmente existen métodos (numéricos) para atacar frontalmente estos sistemas ligé-
ros y que permiten obtener soluciones muy precisas. De todas formas utilizaremos otros
métodos, menos sofisticados pero mas fisicos, que son més adecuados para nosotros. Estos
se basan en la teoria de perturbaciones y en el método variacional.

4.2. Atomo de Helio

4.2.1. Hamiltoniano no relativista para el He

Un atomo complejo o multielectronico es un sistema formado por un cierto nimero
Z > 1 de electrones y un nicleo con carga positiva Ze que interaccionan entre si . Para
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simplificar el problema hasta un nivel (casi) aceptable para este curso, despreciaremos
las correcciones relativistas de forma que la interaccion entre las particulas es puramente
electrostatica. Ademads como el nicleo es extraordinariamente pesado comparado con los
electrones, supondremos que la posicion del nicleo se confunde con la del centro de masas
del sistema!). Esta aproximacién es consistente con la adoptada previamente ya que sus
efectos son como mucho comparables a las correcciones de estructura fina.

El He es el atomo multielectrénico més sencillo. Consta de un ntcleo, formado por dos
protones y dos neutrones (particula «) y de dos electrones. En el sistema de coordenadas
asociado al ntcleo los dos electrones se mueven regidos por el siguiente hamiltoniano

p? N p:  Ze*  Ze? e?

H = _c
2me  2me 1 T2 vy — 1y

donde r;, p; representan la posicién y momento lineal del i-esimo electrén con respecto

al sr del nitcleo, r; es el modulo de r; y m. la masa del electrén. La carga del nicleo es

evidentemente Z = 2, pero por razones que se haran evidentes al explicar la idea de apan-

tallamiento es preferible escribirla de forma genérica como Z. De forma maés esquematica

tenemos

H=h(1)+h(2)+V12)

con
. . 2 &2
hi) = ()= g - 4T

V(12 = 7“1:2'

se puede encontrar la resolucién de la ecS asociada a cada operador h(i) en la bibliografia

h(i) ¢a (i) = eaPa (1)
(Za)?mec?
€a - - 2n2 )
$a () = Pngtam, )X,

donde n, € N*, las funciones de onda orbitales son @i, (r) = Ry (1) Y.L (Q) y ng) es la
funcién de onda de espin de una particula. Estas satisfacen las relaciones de ortormalizacién

habituales. Ademés tomaremos m, = m con lo cual

7 2 . 2 7 2 2
( a)2mc _( a)2 M _ 22E, = 7213,6eV,

Z2E;
n2

y por tanto e, = —
. a 7z . 7 . . . .
Estas funciones y energias son los pilares basicos a partir de los cuales iremos obteniendo
autofunciones y autoenergias cada vez mas exactas para el atomo de He.

1 Es preciso sefialar que, en el caso de 4tomos complejos, un tratamiento como el que utilizamos en el 4tomo
de hidrégeno, separando la coordenada del centro de masas, es més sofisticado y sélo practicable para
4tomos ligeros (Z pequefio).
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4.2.2. Aproximacion de particula independiente

Como nueva y burda aproximacion admitiremos que los electrones no se ven entre si,
es decir, tomamos V(1,2) = 0. De esta manera encontramos inmediatamente soluciones
aproximadas que posteriormente perturbaremos.En esta aproximacién

H=h(1)+h(2),

es decir, se trata de un hamiltoniano a un cuerpo y como los electrones son fermiones, las
autofunciones del mismo seran funciones completamente antisimétricas construidas con las
funcién de onda de una particula previas. Por su parte las autoenergias seran sumas de las
energias e, de una particula.

HoW = — (12 + 12> 22509 = B, oW
n2  ng
El lector més atento ya se habra dado cuenta que existen diversas formas de construir <I>fl’2).
Puede tratarse de un determinante de SLATER, o bien de un producto de funciones orbitales
y de espin con la simetria de intercambio adecuada. Ambas formas fueron estudiadas en el
capitulo anterior. No obstante, en este caso la forma adecuada es la segunda. ;Por qué?.
Los distintos niveles de energia se obtienen dando valores sucesivos a mg,n,. Asi, el
nivel fundamental corresponde a n, = n, = 1, su energia es By, = —2Z2E; = —108,8¢V
mientra que su funcién de onda viene dada por

A o
<I>§1) = 100 (r1) P100 (r2) E57%,

Dado que n, = n; la parte espacial es obligatoriamente simétrica y, en consecuencia, la
de espin antisimétrica. Por lo tanto el estado fundamental del He tiene espin s = 0. El
momento angular orbital total de los dos electrones es L = L; + Ly y sabemos que los
nimeros cudnticos asociados al mismo cumplen I € {|ly — lz]...l1 + 12} y m = mq + ma.
Como en este caso particular [y = I, = 0, resulta que [ =0y m = 0. Por lo tanto el nivel
fundamental contiene un inico estado con momento angular orbital l =0 y espin s = 0.

El siguiente valor permitido de la energia

E12 = —5E[ = —68706‘/,

corresponde a n, = 1, n, = 2, para el que podemos construir las siguientes funciones de
onda

1

A —_—s=
1) = 5 (P00 (£1) atama (52) + @100 (52) arams (1)) 5L
e _ Zs=1
12 - \/5 (@100 (rl) P2lyms (rQ) — $100 (1‘2) P2lyma (rl)) —ms=-—1,0,1

Asi es evidente que este nivel si estd degenerado ya que contiene estados con s = 0, 1.
Ademés l € {|ly —lo]...l1 + I} = {lo} y m = my + ma = my ya que I3 = 0. Como en el
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nivel ny = 2 de un dtomo hidrogenoide 5 = 0,1 nuestro nivel (del He) posee subniveles
[=0,1; s=0,1.

Para denotar de forma sencilla los estados del He que vamos construyendo, se suele
utilizar una generalizacion de la notacién espectroscépica introducida ya conocida que
consiste en etiquetarlos del siguiente modo

(naz (L) m (1))* " X (1)

donde n, y n; son los niveles en los que se encuentran los electrones, x (I,) indica la letra
que corresponde al momento angular [, de cada electrén y X (1) es la letra correspondiente
al momento angular total. La parte que va entre paréntesis delante de la letra asociada al
momento orbital total se llama configuracion. En esta notacién el estado fundamental es

(1s1s)' S

esto es, un estado formado por dos estados 1s de un dtomo hidrogenoide acoplados al =0
vy a s = 0. De forma m&as compacta: (152)1 S. El segundo nivel contiene los siguientes

subniveles(®)
(1s2s)"° S
(132p)1’3 P
Los siguientes niveles corresponden todos a n, = 1,n; = 3,4, -+ . Todos ellos forma

parte del espectro discreto del He. Por ejemplo los subniveles asociados a n, = 1,n, = 3
son

1s3s)2 8
(1s3s)
(1s3p)"* P
1s3d)** D
(1s3d)

La energia de ionizacién del He es aquella que debemos proporcionar al sistema de
forma que desliguemos uno de los electrones. Esta corresponde, con signo positivo, al

limite n, = 1,1 — 00, en el que uno de los dos electrones se encuentra en el infinito, esto
3)
es!

Er(He) = Z?E; = 54,4V

Antes de comparar nuestras predicciones vamos a desplazar el cero de energias de modo
que Epp = —E;(He) = —54,4eV. De esta forma un nivel con una energia de excitacién
igual a la de ionizacién tendria energia cero. Esto equivale a sumar una cantidad Z2E; a
todas las energias anteriores, es decir

2En la nomenclatura tipica de la fisica atémica estos subniveles formados por estados degenerados que
poseen buen ! y s (a veces buen j) se llaman términos espectrales.

3Nétese que esta energfa es correcta salvo por pequefias modificaciones relativistas aunque no estamos consi-
derando la interaccion entre electrones. El efecto de ésta es nulo una vez que hemos alejado suficientemente
uno de los electrones.
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Figura 4.1: Niveles de energia del He, mostrando algunas de las transiciones permitidas. Alonso y
Finn Vol. I1II, pag. 161

Z%E;
T2

Eln =

n

Apreciamos inmediatamente algunas coincidencias cualitativas entre teoria y experimen-
to e importantes discrepancias. Entre las primeras cabe destacar, por ejemplo

1. Sélo aparecen estados con espines s = 0,1, o sea , tripletes y singletes de espin.
2. El estado fundamental no esta degenerado y posee [ =0, s = 0.

3. Cualitativamente, el orden en que van apareciendo los distintos grupos de subniveles
es correcto.

y entre las segundas citaremos

1. Laenorme diferencia entre el valor predicho para la energia del fundamental Egﬁm') =

—54,4eV y el valor experimental Egifp ) = —24,58eV . Para los restantes niveles las
diferencias se reducen progresivamente, aunque para los primeros siguen siendo im-

portantes.

2. Se predicen degeneraciones que no se observan exactamente. De todas formas existen
grupos de niveles proximos en energia

Como los efectos relativistas son siempre muy pequenos solo cabe asociar las discrepancias

que se observan (valor de la energfa, degeneraciones,...) a la repulsién electrostética entre
los electrones que ha sido despreciada.
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Espectro del Helio
E (Exp.) E (Teor.)
Configuracién | Término em )| (V) (V)
cm e e
'35 _ _
152 -54.4
s -198311 | -24.58
3s -38461 | -4.77
1s2s
lg -32039 | -3.97 -13.6
3p -29230 | -3.62
1s2
sep p 27182 | -3.37
35 -15080 | -4.77
1s3s
lg -13452 | -1.67
ip -12752 | -1.58 -6.04
1s3
p 'p -12107 | -1.50
3D -12215 | -1.51
1s3d
'D -12211 | -1.51

Cuadro 4.1: Expectro experimental del He. Comparacién con los resultados tedricos en la aproxi-
macién de particula independiente.
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4.2.3. Efectos de la repulsion electron-electron

Vamos a proceder a refinar nuestras predicciones incorporando la interaccion entre los
electrones como una perturbacion a la interaccién atractiva con el ntcleo. Haremos los
calculos con mucho detalle para el estado fundamental y de forma meramente descriptiva
para los estados excitados.

Estado fundamental

Estimemos primero la magnitud de la interaccion entre los electrones por comparacién a
la que mantienen electrén y nicleo (suponiendo que la distancia tipica entre los electrones

es del orden de la distancia tipica electrén-nticleo, %)

e’ N62_<Z62>1N1<Z62>_1<262>
|r1—r2‘2 aZ a70 Z Z T 2 T

Por tanto la repulsién culombiana entre los dos electrones es del orden de la mitad de
la interaccién electron—ntcleo. A pesar de que no es muy pequenia utilizamos la teoria de
perturbaciones para modificar Egp

=)

2
A A A)x e A
AEpr = <‘I>§1) V(12)] ‘I’§1)> = /d1d2 ®11" (1,2) H‘I’&) (1,2) =

y recordando que
‘I)(A) (1,2) = @100 (r1) @100 (r2) 'rn:O_()

y que (257902570,) = 1, se tiene
o2
MBer = [ drudragiog () wion (r2) e (50 oo 1)
1
= 62/dl‘1d1‘2 o100 (r1)|” 100 (r2)[* ———,
Ty — 1

integral que representa la interaccion electrostatica entre las nubes de carga asociadas a
los electrones. Para avanzar con rapidez en la resolucion de las integrales de la interaccion
entre electrones se utiliza habitualmente la siguiente expresién:

oo

1 - 4'/T T< q k k
|y — 1o 7221@4—1 Sl Z Yoq () Yg ()
k=0 q=—k

donde r« = min (ry,r2) y r~ = méx (ry,r2), los dngulos sélidos son §2; = 6;,¢; y donde

k
(757”;,2“ . Este tipo de expresiones
>

reciben el nombre de desarrollos en ondas parciales ya que expresamos una funcién que
depende de la diferencia r{ —rs como una suma de productos de funciones de una particula

la convergencia en k estd garantizada por el cociente
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con buen momento angular. Cada sumando corresponde a funciones con momento angular
orbital k y tercera componente +¢. Para visualizar mejor esta idea supongamos que r; > 72
y reescribamos el desarrollo como

k

ﬁ - 22];1% > (=1 ( k+1Yk (Ql)> (r5Yy (22))
k=0 a——k

El hecho de que la serie sea infinita puede asustar un poco pero al insertarla en la integral
anterior solo contribuye un ndmero finito de términos. Al proceder asi obtenemos

AE'EF:e2/ drm‘%/ dTQTQ/dQI/dQQ |g01oo\ |s0100| 22k+1 k+1 Z qyk Q1) qk (Q2)
0 0 -

Hay una parte que sélo depende de los radios y que se extrae hasta las integrales radiales
y otra que interviene solo en las angulares.

k

st 4 oo [eS)
AEpr = ¢€° E il / dri riR%, (rl)/ dra T2 R2, (7"2)%
0 0 >

k
30 0 [y @) Y, @)Y (@) [ Y (@) YE (00) Y ()

qg=—k

_1
Var
1 8100
dQYo* Yk v — 7/dQYO*Yl€ _ 9k09q0
/ © et Vi e

se llega a

[e%e} e’} 0

T
AEgr = 32/ drlrfR%O (7‘1)/ dr2r2R10 (7’2)( ;
0 0 >

(r
o0 T1 1 o0 oo 1
= €2 {/ drlrfR%O (7’1)/ drﬂ%R%O (r2) r— / drlr%R%O (7’1)/ drzrgR%O (ra) r}
0 0 0

T1 2

Ahora, usando que

y llamando ¢ = % tenemos

7 6 oo r1 oo oo
AFEgpp = 16¢€2 <> {/ dririe " / drorie T2 +/ dryrie " / dT’QT’QGCTZ]
@0 0 0 0 1

Los dos sumandos que aparecen en el corchete anterior dan lugar al mismo resultado
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Asi que
Z\° 5 5
ABpp =16 =) —-=..-=-ZE
B = 10¢ <a0> 4¢° T
E(1s°) 'S = —~Z*E; + AEgp = —20,4eV
Este resultado debe compararse con E5 5 = —24,58¢V. Un célculo a orden superior en la

perturbacion puede mejorar la concordancia con el resultado experimental, pero el camino
a seguir es aplicar el método variacional. Eso lo haremos més adelante.

Estados excitados: regla de Hund

Vamos a trabajar con los niveles excitados, pero sin resolver explicitamente las integrales,
que son més complicadas® . Cuando n, = 1 y n, = n tenemos varios subniveles posible
caracterizados por [ y s:

2
* €
AE1,s = /d1d2 o (1,2) m@g:)ls (1,2)

con <I>§ﬁ?ls = % (¢100 (r1) Pnim (r2) £ 100 (T2) rim (r1)) Ej,, v donde el signo + va con
s = 0 (parte espacial simétrica y de espin antisimétrica) y el signo — con s = 1 (funcién
espacial antisimétrica y de espin simétrica) de modo que la funcién en su conjunto sea
antisimétrica. Desarrollando

2
ABin, = /d1d2 o (1,2) ——— Fo— —— ) (1,2)
e2 . 1
= 3 /dI‘1dI‘2 (¢100 (r1) @nio (r2) £ @100 (r2) w210 (r1)) W (¢100 (r1) Ynio (r2) £ @100 (r2) @nio (r1))
1—I2

Donde hemos utilizado dos hechos:

1. La interaccién (el operador) no depende del espin (queda sélo la integracién en las
coordenadas espaciales).

2. No depende de m porque el hamiltoniano (en este caso, la perturbacién ﬁ)
conmuta con el momento angular. Por eso hemos elegido el valor arbitrario m = 0.

Proseguimos:

1

ABins = 62/dr1dr2 100 (v1)]* [nio (r2)|? i€2/dr1dP2wToo (r1) ¢nio (r2) Tor — ] P10 (r2) ¢nio (r1)

1 — o

Lo que se puede poner, utilizando una notacién extendida, como suma (s = 0)/diferencia(s =
1) de dos integrales:

4El probelma, 5 trata de forma aproximada estas integrales
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AFBvns = Ju+ (1 —28)K,y, s =0,1

donde ) )
Ju = e? [ drydra [100 (r1)]" oo (r2)|” iy

Ku = € [dridragio (r1) ¢nio (r1) iy #i00 (t2) 95y (r2)

Por lo tanto la correccién consta de dos términos diferentes.

1. El primero representa la repulsién electrostética de las dos densidades (nubes) de
carga. A esta integral se la conoce con el nombre de término directo.

2. Lasegunda integral, denominada término de intercambio, no tiene una interpretacién
clasica sencilla y es consecuencia directa del principio de exclusién. Su nombre es
debido a que proviene de la parte de la funcién de onda en la que intercambiamos las
coordenadas de las particulas. Tal como puede observarse en su definicién depende
de alguna forma del overlap de las funciones @100 ¥ @nio-

La energia de todos los estados del He se escribe de esta forma con la excepcién de los casos
en que ng = Ny, s = 0, casos en los que sélo hay integral directa. Ahora bien, de todos
estos estados con n, = ny, solo el fundamental forma parte del espectro discreto mientras
que los demds corresponden a resonancias del continuo. Asi, AE;; oo = AEgr = Joo.

La primera integral J,; es siempre positiva ya que el integrando es una cantidad definida
positiva. Ademads, aparece con signo positivo por lo que su efecto fundamental es reducir
la atraccién que genera la carga central del nicleo sobre los electrones (reduce la energfa
con la que los electrones estén ligados al nicleo). Otro hecho (esta vez no obvio) es que el
valor de la integral directa se reduce a medida que aumentamos n

Maés complicado, ya que no se puede ver directamente, es que K,; también es positiva, y
en general menor que J,;. Su efecto, al igual que el de la integral directa también disminuye
con n. Ahora bien, esta integral aparece con signo menos para estados de espin s = 1y
con signo positivo para estados de espin s = 0. Asi, para una configuracién y I dados, los
estados s = 1 tienen menor energia que los s = 0. Este hecho se conoce con el nombre de
regla de HUND.

Justificacién cualitativa: Apantallamiento

Con el objetivo de obtener una justificacion cualitativa de los resultados anteriores inten-
temos hacernos una idea de como son las densidades de carga asociadas a los dos electrones.
La figura de probabilidad radial indica que la zona donde es més probable encontrar al
segundo electrén (la nube de carga del mismo) tiende a situarse fuera de la regién que
ocupa el primer electrén a medida que crece el nimero cuantico n. Podemos decir que
la funcién de onda del segundo electréon es menos penetrante en la zona donde es muy
probable encotrar al electron 1s segin crece n. Por ello la interacciéon entre las dos nubes
de carga es menor a medida que el segundo electron se situa en niveles superiores. Existe,
ademads un pequeno efecto por el cual para n la repulsion crece ligeramente con [. Es de-
cir, para n dado la distribucién de carga del segundo electrén estd globalmante mas cerca
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Figura 4.2: (derecha) particulas independientes. (izquierda) repulsién e™ —e™.

cuanto mayor es [. Esto permitiria explicar porque el valor de J,; se reduce con n, y asi
las discrepancias entre los resultados experimentales y la aproximacion de particulas no
interactuantes se reducen a medida que pasamos a niveles superiores. También permite
explicar cualitativamente porque dentro de los niveles con n fijo estdn menos ligados los
subniveles de mayor I.

El origen de la regla de HUND estd en que las funciones de onda con espin s = 0 y
s = 1 tienen partes espaciales con simetria de intercambio distinta. Dado que las funciones
de onda con s = 1 tienen su parte espacial antisimétrica, los dos electrones estdn mas
separados (3.6) que en las funciones de onda con s = 0 cuya parte orbital es simétrica bajo
intercambio. Precisamente por esta razén la repulsion electrostatica que experimentan los
dos electrones es mayor en este segundo caso, y por tanto, los estados con s = 0 (a igual
configuracién y valor de [) se encuentran menos ligados.

Otra forma distinta de mirar la repulsién entre los electrones consiste en introducir la
idea de apantallamiento. A medida que la distribucién de carga del electréon externo se
desplaza hacia el exterior seguin crece n, el electrén interior apantalla mas la carga nuclear.
Podemos pensar que el electrén exterior viese una carga Z.y < Z = 2. Entonces su energia
de ligadura seria

(Zes)? Ey Z2F;
2 > = 2
n n

Eln:_

De alguna manera hemos substituido el efecto del término directo por una carga apanta-
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Figura 4.3:

llada. Cuanto més externo se encuentra el segundo electrén més efectivo serd el apantalla-
miento, esto es

Zeg —1n— 00

Segun esta discusién las energias de los niveles del He deberian parecerse cada vez més a
las del H. ;Es ésto cierto?.

4.2.4. Aplicacién del método variacional

Hemos visto en la secciéon precedente 4.2.3 que después de efectuar un calculo en teoria
de perturbaciones a primer orden todavia subsiste una clara discrepancia entre el valor
experimental de la energia del fundamental y la prediccién tedrica. En lugar de acudir
a ordenes superiores vamos a mejorar nuestra predicciéon utilizando una aproximacién
variacional. Hablar de este método implica proponer una familia de funcién de onda de
prueba. Para ello vamos a tener en cuenta los siguientes argumentos:

1. La funcién de onda ®1; g9 da lugar a una energfa aceptable cuando se tiene en cuenta
el hamiltoniano no relativista completo.

2. El efecto del apantallamiento es reducir la carga que ve el electrén mas externo.
Asi podemos proponer una familia de soluciones de la forma

D, (@Q;1,2) = 100 (@5 T1) p100 (QT2) Eir2y
donde

3/2
©100 (@5 ) = \/% (i) €xp {—QT},

es la funciéon de onda del fundamental de un atomo hidrogenoide con carga Q. Si Q = Z
esta funcién de onda seria la del electrén en el ion He™t y por tanto la que hemos utilizado
en el calculo perturbativo. Por ello cumple
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Figura 4.4: Grafico de niveles del dtomo de Helio (izquierda) desglosado segin n y l. Se compara
con los nivéles del hidrégeno. El cero de energia es distinto en los dos casos y correponde
siempre a la energia del &tomo ionizado. Woodgate pag. 85

2 2
(p - Qe) 100 (Q: 1) = —Q*Er100 (Q; 1)

2m r

El parametro que barre la familia de funciones de onda propuestas es la carga efectiva
Q@ vy el funcional de la energia se reduce, en realidad, a una funcién de dicho parametro.

BQ) = [ d1a20;(Qs1. 21, (Q: 1,2
Como el hamiltoniano no depende del espin la integral anterior puede desarrollarse como
pi Ze* | py Zé? e?

ElQ] = / drvdragio (Q: t1) @lon (@ 12) (

2m r1 2m ro |r1 — ro|

Vamos a separar el calculo de la integral en tres partes:

2 2
L= [ dridragion (@ 1) ¢ion (@ v2) (£ = Z2) 9100 (@5 11) 9100 (@5 r2)

2
= Jdrieigg (Q; 1) (% — 4 )@100 (Q;11),
pero

(% - Zf2> ¢100 (Q; 1)

2 2 _ 62
(21771 - Qf )@100 (Q;r) + © TIZ) ¢100 (@; T)
_ 2
~Q*Ere100 (Q; 1) + 20100 (Q; 1)
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y teniendo en cuenta las relaciones de ortonormalizacién de las funciones de onda
100 (@) y que el valor esperado <%> = % obtenemos que

L = -QEr+e2(Q-2)2
— (207 - Q*) E;

donde hemos utilizado que o= 2E;

2. Analogamente se tiene que I, = [, = — (QQZ — Qz) Er

3. El célculo de la integral asociado al término repulsivo es idéntico al que hicimos en
la seccién4.2.3salvo que substituimos Z por Q.

2

* x )
Iy = /dr1d1‘2@100 (Q; r1) ¢io0 (Q; 12) ©100 (Q; T1) Y100 (@5 T2) = ZQEI

Ty — 1

Reuniendo las tres contribuciones tenemos que la energia en funcién de la carga efectica

Q es

plal=- (2(0z-@*) - ) 1

5

— 15 = 1,69. Substituyendo este resultado en la ecuacién

cuyo minimo ocurre para Qg = Z
anterior nos queda

E[Qo] = —2Q3E; = —2(Z —5/16)" E; = —T7,68¢V.

Si a esta energia le sumamos Ej(He) para obtener el cero habitual nos queda
EiTheor) — _23 29V

La tabla que se muestra a continuacién hace evidente el avance que hemos conseguido
utilizando el método variacional en vez de la teoria de perturbaciones. Para llegar a un
resultado equivalente usando perturbaciones habria que incluir ordenes muy superiores al
primero. Ademds, nuestra familia de funciones de onda variacionales es la més sencilla
posible por lo que con pequenas extensiones aiin mejorariamos notablemente el resultado.

’ ‘ T.P. ‘ M.V. ‘ Exp. ‘
[ E(eV) | —20,4 [ —23,29 [ —24,58 |

Maés que en la bondad del acuerdo con el dato experimental quiero ahondar en lo que
significa la solucién variacional que hemos obtenido. Dicha funcién de onda ®,(@Q;1,2) =
—s=0

v100 (@Q; T1) w100 (QT2) E5-Ly es autofuncion del siguiente hamiltoniano de particula in-
dependiente

(17%_@0624_1?3_@)62

2m 1 2m T9

) B, (Qo:1,2) = —E[Qo],(Qo: 1,2),
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lo cual nos sugiere que (de forma aproximada) todo ocurre como si los dos electrones
se moviesen independientemente en un potencial COULOMBIANO asociado a una carga
distinta de la real. Se cumple que Qg < Z = 2 por lo que el efecto fundamental de un
electrén sobre otro puede verse como un apantallamiento de la carga del nicleo. En este
caso el apantallamiento es muy pequeno porque los dos electrones estdn en un nivel 1s, y
por tanto, muy proximos entre si. Si repitiesemos este caculo para algun estado excitado
la carga efectiva resultante seria menor.

En general es posible substituir de forma aproximada el hamiltoniano real de una sistema
de particulas que interactian entre si por otro de particula independiente donde el potencial
que ve cada particula recoge de forma promediada las interacciones que ejercen las otras
particulas. La forma de obtener este hamiltoniano efectivo es utilizar (como hemos hecho
en este caso) el método variacional con funciones de onda de prueba que sean productos
antisimetrizados de funciones de onda de una particula .

4.2.5. Reglas de seleccion: Orto y Parahelio

La probabilidad de transicién por unidad de tiempo entre los estados ¢ y f mediada por
la emisién/absorcién de un fotén tiene una expresién totalmente andloga a la que hemos
visto en el a&tomo de hidrégeno.

P~y _ 8
dt

2
Wril®

donde

(@f (1,2) |r1 +r| @4 (1,2))

(05 (r1,12) Xint, s |11+ 12 @ (r1,72) X5, )

(

(

(
b (01, 12) I+ ral s (e, w2)) (3 I3, )
¢f (rla I'g) |r1 + r2| (ybz (rla I'2)> 55fs715msfmsi

Aparece, por tanto, una nueva regla de seleccién asociada al espin: sy = s;. No puede haber
transiciones entre estados que tienen espin distinto. El resto de las reglas de seleccién se
puede probar que siguen inalteradas:

La nueva regla de seleccién no es exacta debido a que las correcciones relativistas de-
penden del operador de espin y mezclan funciones de onda con diferente valor de s. Sin
embargo, como son correcciones extraordinariamente pequenas podemos considerarla a
todos los efectos como valida.

Por ello no se senalan transiciones (espontdneas) entre los estados s = 0y s = 1. La
probabilidad de las mismas es tan pequena que los estados del He con s dado, decaen
siempre a otros con el mismo espin. Todo ocurre como si existiesen dos gases distintos,
uno formado por los estados s = 0 llamado parahelio y, otro formado por los estados
s = 1 denominado ortohelio. De hecho durante mucho tiempo, antes de la introduccién
de la FC, se crey6 en la existencia real de dos formas de helio.
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Figura 4.5: Transiciones permitidas. Hay dos conjuntos de niveles impermeables entre si. Cada uno
da lugar a un espectro. Ambos espectros difieren poco entre si, salvo por el primer
nivel con S = 0.

Un fenémeno importante en espectroscopia es la existencia de estados distintos al fun-
damental y casi estables. Se llaman estados metaestables. En el He el estado (1525)3S sélo
puede acceder al estado (1s2)'S que posee menor energia. Como esta transicién viola las
reglas de seleccion Al = +1, As = 0, la probabilidad correspondiente sera muy pequena
y, la vida media del estado, por el contrario, muy larga. Otro ejemplo es el del estado
(1525)1S que solo puede acceder al fundamental violando la regla Al = 41.

4.3. La molécula de H;

4.3.1. Introduccién: la aproximaciéon de Born-Oppenheimer

Si los atomos pueden considerarse como agregados formados por un nicleo y varios elec-
trones, las moléculas pueden considerarse como agregados de varios ntcleos y electrones.
Las moléculas son estables en su estado de energia mas bajo. Es decir, es necesario aportar
una cierta cantidad de energia para producir su disociaciéon. Dado que la disociacién en
atomos es el proceso mas comin cuando aportamos suficiente energia al sistema, podria-
mos pensar que son estados ligados de varios dtomos. Sin embargo, esta descripcién deja
fuera aspectos muy importantes de la estructura molecular.

La descripcién mecanocuantica de una molécula es mucho mas compleja que la de un
atomo. Las moléculas més simples son aquellas que poseen dos ntcleos (moléculas diatd-
micas) y entre ellas la més sencilla es el ién H2+ , que sélo contiene un electrén ligado. Pero
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incluso este sistema tan simple posee seis grados de libertad espaciales después de haber
fijado su CM. Un ataque frontal del problema buscando soluciones numéricas de la ecS
es posible en esta molécula, e incluso en otras més complejas, pero en este tema buscare-
mos soluciones aproximadas que nos permiten profundizar méas en los aspectos fisicos del
problema.

Si despreciamos todos los efectos relativistas el hamiltoniano de una molécula con N,
electrones y N, niucleos es

N e ZuZpe? QAN Zae? ¢’
= ;Ta +;Ti - 1§a§:b§Nn R, —Ry| ;; Ir; — Rq| * 19‘%‘:5% lr; —r;
donde
o _ Pa . _ Pl
oM, Y 2me

En estas ecuaciones los subindices a,b recorren los diversos nucleos que forman la mo-
lécula mientras que los subindices 4, j numeran los electrones. Las masas de los nicleos
las denotamos por M, su carga por Z, y su posicién (en el sistema de laboratorio) por
R,. Analogamente r; es el vector de posicion del i-ésimo electrén. En realidad todas las
posiciones que aparecen en el hamiltoniano son relativas. Por ello introducimos la siguiente
notacién

Rwy =Ro—Rp ria =1, —Rq 155 =1, — 1

)

y también

Ray = [Rap|s Tia = |Tials 735 = |rij

R=(R.}, r={r}

El hecho de que los nicleos sean muy pesados con respecto a los electrones permite
simplificar notablemente el problema. Las fuerzas electromagnéticas que sienten nicleos y
electrones son de un orden de magnitud muy similar por lo que los electrones se mueven
muy deprisa comparado con los nicleos. En una primera aproximacion los electrones ven
a los nucleos fijos y son capaces de alcanzar su situacién de equilibrio antes de que estos
varien apreciablemente su posicién. Por otra parte, se admite que los niicleos sélo sienten un
campo promedio generado por los electrones en su rapido movimiento alrededor de ellos.
FEsta aproximacion recibe el nombre de aprorimacion adiabdtica molecular o de BORN-
OPPENHEIMER.

La ecS se escribe para un sistema de este tipo como

H®(R,r) = E®(R,1)
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Las ideas del parrafo anterior nos sugieren la siguiente factorizaciéon de la funcién de

onda.

o(R,r) =9,(R)P.(r,R)

Resulta conveniente separar el hamiltoniano H en

H=H,+H,
donde
Nn
H, = T,,
a=1
y por tanto

RO IED 9 SECD D K

1<j a<b

Obsérvese que lo que llamamos hamiltoniano nuclear sélo contiene los términos de energia
cinética mientras que la interaccién coulombiana entre los nicleos la hemos dejado en H..
Aparentemente se trata de una separacién absurda pero, que no obstante, tiene su utilidad.

La idéa de que los electrones ven moverse a los nicleos de forma extraordinariamente

lenta la implementamos matemaéaticamente como

|Or®.|, |02 Pe| < |0R2Pn|

Bajo estas condiciones podemos proceder como sigue.

H?,(R)®.(r,R) = (H, + Ho)®?,(R)®.(r,R) = H.®,(R)®.(r,R) + H,?,(R)P,

(r,R),

y como H, no contiene derivadas con respecto a las variables R podemos escribir

H®,(R)®.(r,R) = &,(R)H.®.(r,R) + H,®, (R)®.(r,R)

Ahora bien

8%2 (@n(R)®.(r,R)) o, (r,R)0 52
~ e R?

con lo cual

H®, (R)D,(r,R) ~ &, (R)H.D.(r, R) + ¥.(r, R)H, D, (R)

Asi, la ecS se escribe de forma aproximada como

(be<r7 R)81%12¢n(R) + (I)n(R)a e(r ) + 26R (

®,(R)

n(R)) - Or (©
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3, (R)H,®,(r, R) + &.(r, R)H, &, (R) = E®,(R)®,(r, R)

Dividiendo esta ecuacién por ®,, obtenemos

1

H®,(r,R) = <E i)

(Hnd)n(R))) o.(r,R)=FE.(R)P.(r,R)
donde el paréntesis interno indica que H,, sélo actua sobre la funcién de onda de los nicleos.
La interpretacién de esta ecuaciéon es que el movimiento de los nucleos es tan lento
comparado con el de los electrones, que para obtener la funciéon de onda de éstos pode-
mos tomar las posiciones de los nicleos como parametros. De esta forma resolvemos la
ecS anterior para todas las posiciones R posibles de los nicleos. Para cada una de esas
posibilidades obtenemos una funcién de onda ®.(r,R) y una energia E.(R). Las funcio-
nes E.(R) (tenemos mds de un autovalor por cada configuracion R) reciben el nombre de
niveles electronicos
Si dividimos la ecS original por ®, y utilizamos la definicién de E.(R) llegamos a

(Hy, + E.(R)) ®,(R) = E®,(R),

ecuacién que merece algunos comentarios. i) La energia de los electrones para cada con-
figuracion R se convierte al pasar a la ecS de los niicleos en un potencial adicional que
representa el campo medio que generan los electrones en su rdpido movimiento alrededor
de los nicleos. ii) Es la resolucién de esta segunda ecuacién la que nos permite obtener la
energia real F del sistema asi como la funcién de onda completa.

Al sistema formado por las dos ecS

H.®.(r,R)
(Hy + E.(R)) ©,(R)

E.(R)®.(r,R)
E%,(R)

se le conoce como ecS en la aproximacion de BORN-OPPENHEIMER.

4.3.2. Niveles electrénicos del i6n H, .

El ién H. 2+ es la molécula més simple que existe al tratarse de un sistema a tres cuerpos.
Esta formado por dos protones y un unico electrén ligado a los mismos. En el sr del CM
este sistema posee seis grados de libertad y una vez fijados los dos ntcleos el nimero de
grados de libertad se reduce simplemente a tres. En esta seccién vamos a ocuparnos de
los niveles electrénicos de la molécula por lo que sélo consideraremos H.. Introducimos la
siguiente notacién

r;

a = 4
— rpy
a = 5
— riz
2 = -
Q = Rio

ao
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donde ag es el radio de la primera 6rbita de Bohr en el hidrégeno. Con esta notacién(®)

2 2 2
He = —E; 4 02 ++—}
¢ I{q2 a9 Q

Estudiemos el limite en que el electrén se halla muy préximo a uno de los protones y el
otro protén se encuentra muy alejado. En estas circunstancias el sistema forma un atomo
de hidrégeno mas un protén aislado. En efecto

© { Cl? Qi}
L quj o0

e
7Tll3
0

o, — )=

donde si i = 1, entonces j = 2 y viceversa. Ahora bien, ésto sélo es cierto cuando uno
de los nticleos se encuentra muy alejado. En condiciones normales, donde los dos protones
se hallardn a una distancia finita, deberemos tomar una funcién de onda variacional que
incluya al menos los orbitales atéomicos de &mbos dtomos. La forma funcional mas sencilla
es una combinacién lineal de los dos, es decir

#7) = o) + 02 [o0)

En este caso el funcional de la energia es simplemente una funcion de los dos coeficientes
de mezcla «;.

<(p((8va7') ‘He| (p((ivar)>
<(I)gvar) |q)gvar)>

Para facilitar la aplicacién del método variacional introducimos, una vez més, nueva nota-
cién.

E[0{""] = E[{a}] =

Hij = <s0(i) |H,| so(j)> = /dqcp(i)He<p(j), Sij = <90(i)|¢(j)> = /dqw(i)cp(”,
(6)y en particular, tenemos

Hip=Hs, S11=82=1, Si2=581=35

Si pasamos la norma de la funcién de onda variacional al primer miembro y expresamos
todo en términos de estas nuevas cantidades

E[{a}] {Oé? + Cvg + 2&1&25} = {Q?Hll + a%Hgg + 20[10[2H12} 5

5Nétese que 9q = Oq; va que q = q; + Rj/ag y en esta parte del problema las posiciones de los protones
estan fijadas.
6No aparecen signos de conjugacién compleja porque todas las fdo son reales
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y variando con respecto a los dos coeficientes de mezcla llegamos a que en un extremo
donde 2 =0, se cumple
Oa; )
k2

E{a; +a2S} = {anHi1 + axHia}
E{a1S+az} = {a1Hio+ agHa}

que en forma matricial da lugar a la siguiente ecuacién de autovalores
Hyy Hio a ) _p 1 S o
H12 H22 (65) - S 1 (65 ’
6 pasando todo al primer miembro
Hlle lefES (65} -0
H12 - ES H22 —F (65 o
Antes de resolver formalmente el problema de autovalores veamos las expresiones expli-
citas de S y de los elementos de matriz H;;. Estas expresiones son

1 1
S = /dq@(l)w(Z) _ — dqe—(¢11+lJ2) — e @ {1 +Q+ 3Q2},

mad
2
Hyy = Hy = / dqpMHep) = —E; {1 - @e*@(l + Q)} :

2
Hyy = Hyy = /dqw(l)Hew(Q) =—L {5 +2e7°(1+Q) - QS} :

La ecuacion anterior posee solucion distinta de la idénticamente nula si y solo si el
siguiente determinante es cero

Hy,—E Hyy—ES

Hip — ES HH—E':Q

ecuacién que tiene como soluciones posibles

. Hu+Hio
By = 1+S_
E, = Hu—H
2 1-S

que escritas en funcién de Q y E; quedan

1= 304 Qe 2+ {(1- 3)(1+Q+Q%/3)e 2 +2(1+Q)e 2}

E(;) o 1+ (1+Q+Q@3/3)e @

Al substituir estas dos soluciones en la ecuacién matricial resultan las siguientes combi-
naciones de valores de los coeficientes «;.
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Niveles electr 6nicos de H ,"

4 T T T T T T T T T
El
Ey —ommme-
35 By woeeees -
3l .
25 1 i
2 - -
15 - .

E/E,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.6: Niveles electrénicos del i6n Hy .

E1 — a1 = Q9
EQ — 1] = —Q2

y en consecuencia las funciéon de onda convenientemente normalizadas son

|Pe1) \/ﬁ 1) + lw2)}
|Pe2) = \/ﬁ {lp1) = lw2)}

Analisis de los resultados

La figura 4.6 presenta los valores de Fy y Fs como funciones de la distancia internu-
clear @. Como puede observarse Fs siempre esta situado sobre la linea que caracteriza a
la energia —FEj. S6lo E; desciende, para ciertos valores de @, por debajo de dicha ener-
gia, que caracteriza al sistema formado por un atomo de hidrégeno y el protén restante
infinitamente alejado. Para esos valores de () resulta energéticamente favorable formar un
sistema de tres particulas ligadas, el ién H, . De hecho si dejamos que el sistema evolu-
cione, este tenderd a que los protones se situen a una distancia igual a la del minimo de
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Figura 4.7: Izda.) Valores de ®.1 en el plano zy suponiendo que los dos protones estan fijos en
y=Q/2ey=—Q/2. Dcha.) Valores de la densidad asociada a ®¢; en el plano zy.

Figura 4.8: Izda.) Valores de ®.2 en el plano zy suponiendo que los dos protones estan fijos en
y=Q/2ey=—Q/2. Dcha.) Valores de la densidad asociada a ®.2 en el plano zy.
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E;. Esta distancia ocurre para @, ~ 2,5(R ~ 1,25A) y el defecto de energia con respecto
a —F; resulta ser AE = —0,13E; ~ —1,76eV. El nivel electrénico E; recibe el nombre
de nivel ligante y su funcién de onda es simétrica con respecto al intercambio de ¢ por
0 El segundo nivel que hemos obtenido, Es, se llama antiligante y su funcién de onda
es antisimétrica bajo en intercambio de los orbitales atémicos. Las dos figuras siguientes
son una representaciéon parcial de las funciones de onda y densidades asociadas a los dos
niveles electrénicos que hemos obtenido. En concreto, suponemos que los dos nicleos se
encuentran fijos en las posiciones y = @Q,,/2 e y = —Q,,/2 y representamos los valores de
las funciones de onda y densidades asociadas sélo en el plano xy.

Experimentalmente se conoce que la distancia internuclear de equilibrio es aproximada-
mente igual a 1A y el defecto de energia igual —2,8e¢V. Habitualmente la funciéon de onda
que utilizamos en el método variacional es sélo una aproximacién que nos proporciona una
cota superior a la verdadera energia. En nuestro caso uno de los defectos de la funcién de
onda que utilizamos es que no tiende a la funcién de onda del He ionizado cuando R — 0.
En efecto, cuando esto ocurre tenemos

P, 1)~ e—n
! 2 - ¥ ¢ Q—0,

E1 - 5712 — —SE[

es decir, que la funciéon de onda tiende a la del 4&tomo de hidrégeno y la energia de inte-
raccion del electrén con los dos protones es —3FE;. Sin embargo, la expresion de la funcién
de onda del Het es proporcional a e~ 2% y la energia del electrén es —4FE;. Para mejorar
nuestra funcién de onda podemos anadir como un parametro variacional mads, la carga
efectiva asociada a cada nicleo de modo que ahora

[@07)) = 0 |[o1(2)) + a2 |¢®(2))

donde

gy = |2 o~2a
©(2) = . ag e
Cuando utilizamos esta funciéon de onda de prueba que tiene como pardmetros variacionales
a1, a9y Z obtenemos una distancia de equilibrio @, ~ 2 y un defecto de energia AFE ~
—2,35eV.

Aunque hemos mejorado notablemente los resultados atn estamos lejos del resultado
experimental. Para entender mejor lo que pasa supongamos que formamos el ién H;™ acer-
cando lentamente un protén a un dtomo de hidrégeno. A medida que el protén se acerca su
campo eléctrico tiende a deformar debilmente al principio, con mayor intensidad cuando
su proximidad es grande, la distribucién de carga del electrén alrededor del otro nicleo.
En nuestro modelo no hemos tenido en cuenta este fenémeno ya que hemos supuesto que el
electrén estd en un orbital 1s con simetria esférica en todo momento. Una forma de supe-
rar la limitacién anterior es utilizar orbitales hibridos. Estos consisten en superposiciones
lineales de orbitales 1s, 2p, etc. Por ejemplo
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¢ (2) = {)(2) + api)(2)

En este célculo variacional los pardmetros a variar para llegar al minimo son a1 2, Z y 0. La
nueva forma de la funciéon de onda conduce a unos resultados excelentes ya que obtenemos
Qm =2y AE ~ —273eV.

4.3.3. Enlace covalente vs. enlace iénico

La aparicion de la mecanica cudntica permitié llegar a una comprension mas profunda
del enlace quimico. Esta requiere una comprensién previa de la estrucutra de los dtomos
y aunque en este curso no hemos estudiado dtomos mas complejos que el de He, supon-
dremos que el lector posee algunos conocimientos cualitativos adquiridos en la asignatura
de Quimica.

Antes de 1925 se habian desarrollado algunas teorias parciales del enlace quimico que
explichan su existencia en el caso de moléculas heteropolares, formadas por dtomos de
diferente especie. Estas teorias se basan en el concepto de electronegatividad. Por ejemplo,
los 4tomos alcalinos (primera columna de la tabla periédica) son electropositivos debido
a la tendencia que tienen a desprenderse de su electréon menos ligado para formar una
estructura muy estable como la de los gases nobles. Lo contrario le sucede a los dtomos
de la penultima columna de la tabla periédica, como el Cl, para los que capturar un
electréon adicional supone adquirir una gran estabilidad ya que pasa a tener una estructura
electrénica como la del Ar. Decimos que estos d&tomos son electronegativos. A partir de estas
ideas, el enlace quimico de la molécula de C' LN a se explica porque bajo ciertas condiciones
de proximidad el atomo de Na cede su ultimo electréon al atomo de Cl convirtiéndose
ambos en iones. De esta manera cada uno de ellos adquiere una estructura electrénica muy
estable, pero el precio a pagar es el de una atraccién electrostatica entre ambos que liga
la molécula. Existen muchos ejemplos de moléculas idnicas como la de PHs. En este caso
el fosforo, que es electronegativo, captura los tres electrones de los hidrégenos pasando a
tener una estructura tipo Ar. En ocasiones el P puede actuar como electropositivo cuando
se combina con dtomos mas electronegativos como, por ejemple, el Cl. En la molécula
PCl5, éste atomo cede cinco electrones, uno a cada cloro, pasando a tener una estructura
electrénica como la del nedn.

La teoria precuantica del enlace idnica era muy cualitativa y sélo con la aparicién de
la mecanica cudntica se pudo dar resultados cuantitativos. Por otro lado es totalmente
incapaz de explicar la existencia de moléculas homopolares como las de Hsy, N, Oo, ...
Para entender como se forma el enlace en estas moléculas revisemos los resultados obtenidos
para el ién Hj . En concreto es muy instructivo fijarse en la enorme diferencia que existe
entre el orbital ligante y el antiligante. El primero es simétrico con respecto al plano zz
mientras que el segundo es antisimétrico lo cual implica que la probabilidad de encontrar
al electrén entre los dos niicleos sea muy pequena. En realidad, en el orbital antiligante la
probabilidad de presencia del electrén es grande en las proximidades de uno u otro protén
y es nula justo en el plano de simetria zz. Por ello podemos pensar que en este orbital el
electron se halla cerca de uno de los protones y nunca del otro. Por el contrario el electréon
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pasa una buena parte del tiempo entre los dos nicleos cuando el sistema se encuentra en
el orbital ligante y precisamente por ello apantalla parcialmente la repulsiéon entre los dos
nucleos. Es esta tendencia a compartir el electrén entre los dos niicleos y el apantallamiento
asociado lo que explica la formacién de este i6n asi como la de las moléculas homopolares
que hemos citado. Este tipo de enlace se llama covalente.

4.3.4. EIl movimiento de los nicleos

La aproximacién de BORN-OPPENHEIMER nos permitié separar la ecS de una molécula
en un sistema de dos ecuaciones. La primera, conocida como ecuacién electrénica, nos
proporciona la energia potencial E.(R) en la que se mueven los nicleos de forma que la
segunda ecuacién é ecuacién nuclear se escribe

{Hu + E.(R)} @, (R) = E®,(R)
En el caso de una molécula diatémica el hamiltoniano H,,, que solo contiene los términos
de energia cinética, se escribe
h? h?
_7(9%{2 -
2M1 1 2M2

y dado que la energia de traslacién de la molécula como un todo no nos interesa, separamos
los grados de libertad relativos de los del CM. Para ello definimos

2
Hn = 8R§’

R12 = Rl - R2
R — MR, +M>Ry
cm M+ Mo

A lo largo de esta seccién utilizaremos muy a menudo la expresiéon de Ris en coordenadas
esféricas
R12 = (Rv Q)
Al efectuar esta transformacién podemos escribir
h? h? My M.
L R T
2(My + M) Tem o 2p Rad My + M,

de forma que al pasar al sr del CM y expresar la energia cinética en coordenadas esféricas
nos queda

H, =

1, h?
o2 R

o ROR T R
donde I es el momento angular relativo del nicleo 1 con respecto al nticleo 2. Introduciendo
este resultado en la ecS nuclear, tenemos

H, = 12

9

21, B,
{2MR8R2R+ 2uR2I +E6(R)} q)n(Ra Q) - E(I)n(R7 Q)

Proponemos una solucién de la forma
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2,(R,0) = "0y 0,

que tras substituirla més arriba permite llegar a la ecuacién radial

h? d? h%i(i+1

{_ZLL(W + EG(R) + Q(MR—Z)} U(R) = EU(R)

Recordemos, una vez mas, que los niveles electrénicos E.(R) constituyen el pozo de energia
potencial en el que se mueven los dos nucleos. En el caso de los niveles electrénicos maés
bajos que producen enlace quimico, el potencial anterior posee un minimo local para una
cierta distancia R,,. Para obtener las primeras soluciones de la ecuacién precedente suele
ser habitual desarrollar en serie de potencias E, alrededor de R,,. Si procedemos de esta
forma tenemos

E.(R) = E.(Rm) + (‘fﬁ;)m (R—Rm) + % (‘f;RE;>Rm (R—Rm)*+ .

Como FE. tiene un minimo en R,, se cumple que (‘ZEE

)Rm = 0 y si llamamos K =

( ‘2275;) y Eeo = E.(R.n), resulta que el potencial electrénico se confunde de forma
Rm

bastante aproximada con el de un oscilador. Por lo tanto la ecuacién radial puede escribirse
de la siguiente forma

h%i(i + 1)

R 2 1
Eo+ -K(R—-R.,)?
{ +Eeo + 5 (R—Rm)*+ e

-7 }U(R) = EU(R)

Consideremos primero el caso ¢ = 0, que se caracteriza porque los ntcleos realizan sim-
plemente un movimiento oscilatorio sin rotar uno con respecto al otro. En este caso la
ecuacion radial se reduce a la de un oscilador armoénico y por tanto las energias vienen
dadas por

1
E:Eeo+hw<n+2>, ne{0,1..}, fiw=4]/—.

Ya que K = (‘f;f;)n = f—é% { 3o, = L1 el orden de magnitud de las energfas

de vibracion sera
h2E Er m2et 1m,
hw =~ 12 = LM fEE? ~ 1072E;
10pag 10 ph? 5 1 ’

me

donde hemos usado que ~ 1073, En comparacién con estos valores las energfas asocia-
das al término de rotacién son claramente menores ya que
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Figura 4.9: Espectro completo de niveles de energfa de H .

h? h?
N ="E 2 10%E,
2uR? 2uag 1

Precisamente por esta razén podemos efectuar una aproximacion adicional que afecta
exclusivamente al término rotacional y que consiste en substituir R por su valor en el
mfnimo R,,. Por otro lado la cantidad puR?2, es precisamente el momento de inercia Z de
la particula relativa con lo cual se suele escribir la ecuacién radial como

h2i(i + 1)

h? d? 1
{ +Eeo+ *K(R_Rm)Q + 2T

~pn iR > }U(R) = EU(R).

Finalmente podemos escribir las energias del espectro molecular como

1\ K2 +1
E:Eeo+hw<n+2>+l(2l;—), n,i€{0,1,2,.}

El valor de la energia de un nivel molecular consta siempre de tres contribuciones. La mas
importante es la energia electronica que viene dada por el minimo del nivel electrénico.
En el caso de la molécula H;r sélo existe un nivel electrénico ligante por lo que sélo existe
también un valor E.y. En moléculas mas complejas podemos tener un conjunto formado
por varios valores F.q. Por cada nivel electrénico podemos tener una infinidad de niveles
vibracionales segin sean = 0, 1, - - -, y por cada nivel vibracional existe una red mas tupida
de niveles rotacionales. La figura muestra de forma esquemaética el espectro molecular del
ion de la molécula de Hs. La parte radial de la funcién de onda es la caracteristica de un
oscilador arménico por lo que no merece la pena que la escribamos.

La figura 4.10 muestra el diagrama de los niveles electrénicos conocidos de la molécula
diatémica del mercurio. En realidad se representa el defecto de energia con respecto al valor
—Z%Ig E; = —6400E;. Como puede observarse la distancia tipica entre niveles electrénicos
es del orden del eV mientras que dentro de cada nivel electrénico la separacion entre niveles
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Figura 4.10: Espectro electrénico de la molécula de Hg,.

vibracionales (que no se representan) es mucho menor y, atin més pequefia, entre niveles
rotacionales para cada nivel vibracional.

4.3.5. Tipos basicos de moléculas

En la naturaleza aparecen tres tipos de moléculas que se diferencian facilmente a partir
de la forma de las curvas de sus niveles electronicos ligados. La figura 4.11 muestra los tres
tipos de curvas de potencial correspondientes. Las moléculas en sentido estricto son las que
tienen curvas de potencial tipo (a) y vienen caracterizadas por energias de ligadura del
orden del eV y distancias interatémicas del orden de 1A. En estos casos los niicleos estan
ligados por verdaderas fuerzas de valencia, bien de origen iénico, bien de tipo covalente.
Las moléculas que presentan curvas de tipo (b) reciben el nombre de moléculas de van
der Waals. Su curva de potencial es muy poco profunda lo que da lugar a energias de
ligadura del orden de 0,1eV y con su minimo situado a distancias que oscilan entre 3 —5A.
En ocasiones no se consideran como verdaderas moléculas en la literatura cientifica. Sus
atomos se atraen debilmente debido a los pequenos dipolos eléctricos que se forman debido
a la presencia de la carga de los atomos préximos. El tercer tipo viene caracterizado por
curvas de tipo (c). No son en ningin caso verdaderas moléculas. Observese que su curva
de potencial es siempre positiva y decreciente lo que da lugar sélo a fuerzas repulsivas. Se
trata en realidad de estados de colisién de dos o més atémos que se comportan como lo
harfa una verdadera molécula en un estado muy excitado.
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Figura 4.11: Niveles electronicos asociados a los tipos basicos de moléculas
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4.4 Problemas

Problemas

4.4.1. Enunciados

1.

http:

[A] Utilize la tabla con las energias del espectro discreto del He y

a)
b)

c¢) encuentre la transicién asociada a la linea amarilla de 5785A.

obtenga la longitud de onda asociada a la transicién (1s2p)'P — (1s%)1S.

determine la transicién correspondiente a la linea roja de 6678A.

[A] Utilizando la aproximacién de particula independiente y el concepto de apanta-
llamiento, intente obtener la energia del estado fundamental del helio y da el valor
de la carga efectiva que “ve” cada electrén. Dato: Egp (He) = —24,58¢V. Tomamos
como cero la energfa del helio ionizado: Egp (Het) = —54,4eV.

[A] Calcule el momento magnético asociado a los niveles de energia més bajos del
parahelio y del ortohelio. El momento magnético lo definimos como

D Le+9s) S,

[A] Calcule el radio cuadrético medio del estado fundamental del He y a partir de
él obtenga una estimacién del tamano de este atomo. El radio cuadratico medio se
define como rgm = (3" r?).

UB
M= ? <(I)1n;lml:l,sms:s

(Dln;lml =l,sms=s >

[T] Obtenga una estimacién de las energias de los niveles (1s,nz(1))X(I) del He,
despreciando la integral de intercambio y resolviendo de forma semicuantitativa la
integral directa.

En la molécula de HCI se observa un cierto nimero de lineas de absorcién cuyas
energfas (en em ™) son: 83,03, 103,73, 124,30, 145,03, 165,51 y 185,86. ;Se trata de
transiciones electromagnéticas asociadas al espectro vibracional o al rotacional?. En
el primer caso jcual es la frecuencia caracteristica?. En el segundo ;ctal es el mo-
mento de inercia y qué valores del momento angular les corresponden?.

nota: En las transiciones entre niveles moleculares asociados al mismo nivel electro-
nico se cumplen las siguientes reglas de seleccién: An = +1, Ai = +1.

Considere la energia de una molécula en la aproximacion
2

2uR?

1
E:E06+§uw2(7€—73m)2+ i(i 4 1).

Encuentre la posiciéon en que la energia es minima y calcule el momento de inercia
utilizando la nueva posiciéon de equilibrio. Demuestre que en estas condiciones la
energai rotacional es de la forma

Brot = Ai(i + 1)+ Bli(i + D)* + - --
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8.

Un nivel electrénico ligante puede describirse mediante el llamado potencial de MOR-

SE
E.(R) = A{[l — exp (_R;R(’ﬂ? _ 1}

a) Explique el significado de los pardmetros del pozo y haga un dibujo aproximado
del mismo.

b) Si A = 10eV y Ry = 1A obtenga B a partir de la energia vibracional de punto
cero que vale 0,5eV.

La figura muestra la energia potencial del nivel ligante de dos moléculas diatémicas
homonucleares que poseen la misma masa reducida. Se pide que determine:

a) ;Cual de ellas viene caracterizada por una mayor distancia internuclear?.

b) {Cual de ellas posee mayor energia vibracional de punto cero?.

c¢) (En cuial de ellas es mayor le momento de inercia?.

alqua.com/figuras

4.4.2. Algunas soluciones

132

Para obtener la energia del fundamental utilizamos n, = n, = 1 ya que suponemos
los dos electrones en el mismo nivel. La expresion de la energia en la aprox. de
particula independiente es

11 11
Enny = — (nQ + n2> Z’Er+ Er (He™) = — <712 + n2) Z2Er + 54,4eV
a b a b

Para el fundamental

Ey1 = —Z%E; + 54,4eV

Aqui no hemos tenido en cuenta el apantallamiento. Para hacerlo substituimos Z = 2
por una cierta Z.y y asi:

Epp = —2E;ZZ; + 54,4eV = —24,58¢V
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Despejando la carga efectiva obtenemos
Zep =17

es decir, que cada uno de los dos electrones “ve”; por culpa de la presencia del otro, no

2 protones, sino 1,7. Este resultado es muy parecido al que obtenemos con el método
variacional: .

Zot =2 — —

< 16
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5 Introduccidon a la fisica estadistica: distribucion
de Maxwell-Boltzmann

5.1. Introduccidn

A lo largo del curso hemos estudiado sistemas constituidos por pocas particulas en
interaccion. Se trata de los ejemplos mas sencillos de 4tomos y moléculas. En general, este
tipo de sistemas pueden contener, a lo sumo, cientos de particulas. En adelante trataremos
de forma simplificada sistemas que poseen un numero de particulas del orden de Ny
(nimero de AVOGADRO). Ejemplos caracteristicos de este tipo de sistemas son un gas
molecular contenido en una vasija, los electrones (cuasi)libres de un metal o el plasma que
forma parte de una enana blanca.

Este capitulo supondra una introduccién a los métodos que la Fisica Estadistica utiliza
para estudiar estos sistemas. Ademds introduciremos como ejemplo mas sencillo de las nue-
vas idéas la distribucién de MAXWELL-BOLTZMANN (MB). Esta describe las ocupaciones
de los estados accesibles por las particulas de un sistema clasico. El siguiente capitulo se
dedicard al estudio estadistico de sistemas cuanticos formados por particulas idénticas.

5.1.1. Fisica estadistica

La Termodinamica aborda el estudio de los sistemas macroscopicos sin tener en cuenta
cuales son sus constituyentes bésicos ni sus interacciones. Para ello introduce las llamadas
variables de estado que caractericen de modo univoco el estado macroscépico del sistema.
Las variables de estado no son independientes, sino que estan relacionadas las unas con
las otras por ligaduras entre las que podemos distinguir:

= leyes universales independientes del sistema utilizado. Son los principios fundamen-
tales de la termodinamica y son insuficientes para especificar la evolucion del sistema.

= ccuaciones de estado propias de cada sistema. La Termodindmica no fundamenta el
origen de estas ecuaciones.

Por su parte, la fisica estadistica intenta obtener una caracterizacién del sistema partien-
do de la naturaleza de sus constituyentes y de las interacciones ente los mismos. Utiliza
métodos estadisticos para obtener los valores medios de las magnitudes, y a veces, sus fluc-
tuaciones en el tiempo. Normalmente estos valores medios son, o estan relacionados con
el valor tipico de cada magnitud en el equilibrio. De esta forma podemos predecir a partir
de primeros principios las propiedades mas importantes de un sistema termodinamico vy,
en particular, las ecuaciones de estado.
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Macroestados y microestados

Vamos a considerar un sistema aislado que ocupa un volumen bien definido V. De
acuerdo con la termodindmica N,V y FE son variables adecuadas para caracterizar el
equilibrio"). Inicialmente el sistema no se encontrard en una situacién de equilibrio por
lo que hay que anadir una serie de variables macroscépicas adicionales, « para describir
completamente el sistema. Llamaremos macroestado del sistema al conjunto

{E,V.N,a(t)}.

Si quisiéramos hacer una descripcién en mecanica clésica del sistema, deberiamos dar sus
coordenadas y momentos: especificar el microestado.

{2 (1), pi ()} i1 N>

o de forma compacta

Cada par Q,P define un punto en un espacio de dimensiéon 6N, el espacio de fases del
sistema, de forma que un microestado en mecdanica clasica define un punto en dicho espacio.
La evolucién temporal del sistema se asimila a una trayectoria en el espacio de fases.

Es posible deducir propiedades muy generales sobre el comportamiento de las trayec-
torias en el espacio de las fases pero, es imposible medir experimentalmente o calcular
la trayectoria especifica de un sistema macroscépico. Para obtenerla utilizariamos las las
ecuaciones de HAMILTON asociadas al hamiltoniano del sistema que supondremos de la
forma

N o N
P;
HQP) =Y Pt 37 v(jai—a)).
i=1 i>j=1
Las ecuaciones de evolucién son entonces
Q = P
p - HQP)
0Q
con 6N ~ 10%* condiciones iniciales
Q(O) = Q (t = 0) ;
PO = P(t=0).

1Normalmente se emplearia la temperatura T y no la energia del sistema. Sin embargo para llegar a una
definicion estadistica de la temperatura es preferible partir de la energia
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5.2 Hipdtesis ergédica

El almacenamiento de las condiciones iniciales requiere un disco de aproximadamente
10'6Gb y el célculo de la trayectoria en un ordenador que proporcionase 1G flop requeriria
del orden de 10'®s. por cada incremento elemental del tiempo(?).

Es evidente que el estudio tedrico de estos sistemas necesita una aproximacién radical-
mente diferente. Como primer paso en sea direccién nos interesa trazar la relacién existente
entre macro y microestados. Lo primero que podemos afirmar es que dicha relacién no es
biunivoca, ya que existen muchisimos microestados correspondientes a un sélo macroesta-
do. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

H(Q,P)=FE,

que determina el lugar geométrico de todos los puntos del espacio de fases que son compa-
tibles con una energfa E. Esta ligadura reduce el espacio accesible a una (hiper)superficie
en el espacio de fases que posee 6N — 1 dimensiones. La imposiciéon de que el volumen sea
una constante V, reduce ain més la regién accesible dentro del espacio de las fases pero el
“volumen” de la misma sige siendo enorme, es decir, nunca dejaremos de tener un conjunto
enorme de puntos del espacio de fase asociados a cada macroestado.

Ejemplo. Consideremos una particula bajo el hamiltoniano arménico

2
p 1, 5
H =2 4 —ke
(p.a) = 5+ 5ka
La ecuacion
Hpg) = F=2 4 Ly
b, q) = = om 2(]7

nos conduce a una elipse sobre el espacio de fases como lugar geométrico de los (micro) estados

accesibles. )

2
(i) () -
2mE %

Podemos ver que a un sélo macroestado (caracterizado por la energia) le corresponde una infinidad
de microestados.

5.2. Hipétesis ergddica

Esta idéa debida a BOLTZMANN es la que permite transformar un problema dindmico en
un problema estadistico. Sea una magnitud fisica A cuyo valor en un instante ¢ se relaciona
con el micrestado del sistema como A (t) = A(Q(t),P (¢)).

1. Si estudiamos la evolucién temporal del sistema durante un lapso de tiempo su-
ficientemente largo observamos que, independientemente de la situacion inicial, el
equilibrio se alcanza rapidamente. Por ello, la magnitud A(¢) toma durante casi todo
el intervalo de estudio un valor igual al del equilibrio. Esto es, el promedio temporal

2 Actualmente se puede estudiar la evolucién temporal de sistemas clésicos constituidos por varios millones
de particulas.
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5.3.

Figura 5.1: Espacio de fases de dos dimensiones que ilustra el razonamiento.

de la magnitud durante un intervalo temporal suficientemente largo es indistinguible
de Acq. Asi

Ay = lim A(t) —hmf/A Q(t))dt

T—00 T—00 T

Esta ecuaciéon relaciona el valor de la magnitud en el equilibrio con la trayectoria
del sistema en el espacio de las fases P (t), Q (¢). Dado que no podemos calcularla
explicitamente se hace necesario introducir una hipétesis simplificatoria. La hipdtesis
ergddica supone que a lo largo de su evolucion temporal la trayectoria del sistema
en el espacio de fases pasa un mismo nimero de veces por todos y cada uno de
los puntos® de dicho espacio compatibles con las condiciones macroscépicas dadas
(enegia, volumen. .. ). En otras palabras, todos los puntos de la regién del espacio de
las fases definida por el estado macroscépico son igualmente probables.

Evitamos asi el calculo de integrales temporales que a su vez requieren conocer la
trayectoria del sistema en el espacio de las fases. Si llamamos R (E,V, N) a la regién
de acceso permitido por las ligaduras macroscépicas y Q(E,V,N) a su volumen
tenemos

1
Aq=g [ AQP) aqap

con lo que se pasa de un promedio temporal a un promedio espacial sobre un sub-
conjunto del espacio de las fases. El problema ahora es esencialmente geométrico.

Equilibrio en fisica estadistica

La hipdtesis ergodica permite, entre otras cosas, comprender desde un punto de vista
microscépico como se alcanza el equilibrio rapidamente cuando el nimero de grados de

3Esto es una versién simplificada. Una versién moderna es una afirmacién no sobre todos los puntos, sino
sobre una particiéon suficientemente fina.
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libertad (N) es muy grande. Sea R la regién del espacio de las fases compatible con las
condiciones macroscépicas impuestas al sistema (E,V, N) y que se subdivide en regiones
R, segin las condiciones adicionales que se afladen para distinguir situaciones diferentes
a la de equilibrio. Cada una de estas regiones define un macroestado F,V, N, ;. Supon-
gamos que una de las regiones R,, ,R,,, por ejemplo, es extraordinariamente grande en
comparacién con las demds. Esto implica (hipdtesis ergédica) que el sistema, sea cual sea
su estado inicial, pasard la mayor parte del tiempo en la regiéon R,,,,. Dicho de otra ma-
nera los valores promedio de las diferentes magnitudes seran los correspondientes a los
puntos (microestados) de esta regién. Podemos decir que la regién R,,, define realmente
el equilibrio.

Por supuesto tenemos todo el derecho a preguntarnos porqué el espacio de fases de un
sistema debe estar dividido de esta forma tan peculiar. Veamos un ejemplo sencillo que
ilustra que las cosas suceden asi, siempre que el nimero de particulas sea suficientemente
grande.

Ejemplo Consideremos un sistema formado por N osciladores unidimensionales cuya energia
total es igual a F.

El hamiltoniano del sistema viene dado por la expresién

Q-3 (£ jm).

y haciendo el cambio de variables x = \/%, Yy = /5 wq nos queda

N
=> (2 +4i)
=1

De esta forma el volumen en el espacio de las fases serd

N
Q(E,V,N) :/ dpNdg" = <3> / da™N dy™
H(Q,P)=E w S(@2+y2)=E

Ahora bien la ultima integral caracteriza la superficie de una esfera de radio v E en un espacio
de 2N dimensiones y por lo tanto

2\ N v 2r\ NV EN
s (2) = (2)

donde hemos usado que N >~ N — 1. El equilibrio de un sistema de particulas libres se caracteriza
porque cada una de ellas porta una energia ¢ = % de modo que N; particulas cualesquiera tendran

una energia igual a %E Consideremos ahora una situacién en la que las primeras N; < N
particulas poseen una energia F1 = AE, X € [0, 1] y las restantes N2 = N — N7 portan una energfa
E; = (1—)\)E. En general se tratard de un estado fuera del equilibrio. Si admitimos que la fraccién
A estd fija entonces el nimero N; de particulas juega el papel de etiqueta . Cuando N1 = AN
estaremos en la situacion de equilibrio ya que en este caso se cumplird que E1 = AE = %E El
volumen en el espacio de las fases asociado al macroestado en el que N; particulas portan una
energia A\F puede obtenerse repitiendo los célculos anteriores
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Figura 5.2: Una binomial se confunde con una gaussiana centrada en AN.

N Fl o =z

Ny
100 50 5 L

10
1
1000 500  5VI0  5ie

10% 2% 5x 10 10712

Cuadro 5.1: Algunos ejemplos con A = %

EN EN? N!
=Q(E,V,N

Ni! Ny! (B,V, )Nl!Nz!

Como todos los microestados del espacio de fases son igualmente probables, la probabilidad de

dicho macroestado sera

N
Q(E1, Ny, s, N, V) ~ <%’“> AN (1 M

Q(E1, N1, Es, N2,V N! -
P Ny, o, N V) = G C ) = (a0 (1 0 = BV ()

donde B es una distribucién binomial. Como N es un niimero muy grande la distribucién binomial
se confunde con una distribucién normal de media Ni = AN y desviacién tipica o = \/A(1 — A)N.
Como N es un nimero enorme, de hecho es del orden de N4, su raiz v N es despreciable frente
a él. Es decir, el intervalo alrededor de la media donde la distribucién de probabilidad toma
valores apreciables es extraordinariamente pequeno. Por lo tanto sélo aquellos macroestados donde
Nj ~ AN tienen una probabilidad apreciable de ocurrir.

5.4. Definicion estadistica de entropia

La entropia S es introducida en 1850 por CLAUSIUS. Se trata de una variable de estado
cuya variacion entre dos macroestados muy préximos viene dada por

5Q7'€'U

T )
donde 6@, es el calor interacambiado con el entorno durante un proceso reversible que
pasa de un estado a otro. El segundo principio de la Termodindmica afirma que

s =
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Figura 5.3: a) Trayectoria en el espacio de fases y b) la funcién 2 (t).

= dS = 0 para un sistema aislado y en equilibrio y ademés S = S;,42

= dS > 0 en procesos irreversibles.

Segun lo explicado cuando el sistema evoluciona hacia el equilibrio va atravesando pequenas
regiones de no equilibrio y tiende hacia la zona de mayor volumen del espacio de fases, la
que agrupa un numero gigantesco de microestados. Entonces es razonable establecer un
principio que vincule volumen del espacio de fases y entropia por medio de una funcién f
creciente. Asi

S=f(Q).

Por otro lado sabemos que la entropia es una variable extensiva de forma que si el sistema
consta de dos partes con entropias S; y Sy respectivamente, se cumplira que S = S7 + So.
Ahora bien el nimero de microestados compatibles con el macroestado del sistema total
es 2 = 219 ya que por cada microestado en el subsistema 1 tenemos €25 en el subsistema
2. De modo que

S = 51+85 = () = f(uQ2)
S Si+82 = f(u)+ f(Q)

con lo que concluimos que f (2122) = f (1) + f (22). Este resultado condujo a Borrz-
MANN a postular que:
S =klog

donde 2 es el volumen del espacio de las fases accesible o, dicho de otro modo, el niimero de
microestados accesibles en un macroestado determinado. Como la entropia termodinamica
tiene dimensiones de [ET '] es necesario introducir una constante k que posea dichas
unidades. Recibe el nombre de constante de BOLTZMANN y vale k = 8,631 x 10 eV K 1.
Mas adelante obtendremos esta valor estudiando desde un punto de vista estadistico el gas
ideal y comparando las predicciones obtenidas con los datos experimentales.

Por tdltimo es conveniente comentar que mientras el segundo principio de la Termodiné-
mica establece que S nunca decrece en el marco de la Fisica Estadistica este es un hecho
posible, pero altamente improbable: s6lo ocurrira durante intervalos de tiempo extraordi-
nariamente pequenos de forma que es muy dificil observar el fenémeno y, en promedio, la
entropia resulta ser una funcién creciente.
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5.5. Paso a la Mecanica Cuantica

En esta seccién intentaremos adaptar de una forma sencilla (y alejada del procedimiento
general) los conceptos anteriores a la Mecdnica Cudntica. Supondremos que el hamiltoniano
del sistema, aislado y formado por un ntmero de particulas N > 1 que ocupan un volumen

V' constante, es del tipo
N N

H=> h(i)=>Y t(i)+v(i)

i=1 i=1
donde el potencial a un cuerpo v puede caracterizar un campo externo (independiente
del tiempo) que actua sobre las particulas del sistema, o bien representar una interaccién
promedio sobre la particula generada por las restantes. Este potencial promedio puede
obtenerse utilizando el método variacional, normalmente en su version HARTREE-FOCK.
Este método funciona mejor cuanto mayor sea el nimero de particulas. Introducimos las
autofunciones y autoenergias del operador correspondiente h

h¢’;a = 5a¢2a

donde ahora a = 1,2... enumera las energlas y k, = 1,2... g, = deg (¢,) las degeneracio-
nes. Las autoenergias son, en general, funciones del volumen y del niimero de particulas

ca =¢€q (V,N)

La ocupacidn del nivel ¢, la cuantificamos por el niimero entero n, y llamaremos distribu-
cion {n,} a la coleccién de ocupaciones de los distintos niveles. Evidentemente

N = E Ng,
a
Por otra parte, en el tema anterior obtuvimos que las autoenergias de un hamiltoniano a

un cuerpo son
E = g NgEq
a

Para conectar con los conceptos precedentes consideremos una magnitud fisica cuyo valor
para una sola particula, f(e,), es funcién del nivel en el que se encuentra la particula. Por
ejemplo, si dicha magnitud es una componente del momento angular tendremos

Lao(ea) = (¢a| Lo |0a)

Supongamos que f es extensiva de manera que para su valor total (para las N particulas)
es

F({na}) = Z”af (€a)

Parece razonable que en este formalismo el papel de macroestado venga representado por
la distribucién {n,} de particulas en los distintos niveles de energia accesibles. El volumen
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de la regién del espacio de las fases asociada a unas ciertas condiciones macroscopicas se
substituye por la funcién Q ({n,}) que nos da el ntimero de formas distinguibles en que
podemos distribuir las IV particulas en los niveles del sistema de forma que las ocupaciones
den lugar a la distribucién {n,}. Cada una de dichas formas juega aqui el papel de mi-
croestado. Al equilibrio le corresponde, de todas las distribuciones posibles, aquella {n?}
que maximiza 2.

El valor de F' en el equilibrio se calculara, de acuerdo con la hipétesis ergédica, como
un promedio sobre todos los microestados posibles. En términos de distribuciones

5 2y 2D F ({1)
“ >ty L({na})

Hacemos la aproximacién

Q) F({ngr)
F Q ({ne7})

Z”qu (€a)

Por lo tanto el valor en la situacién de equilibrio, de cualquier magnitud extensiva es
funcién de las ocupaciones n$?. Podemos introducir también el valor medio por particula

de una magnitud como
F,

~  Fu
f_N

= s (e)

El objetivo prioritario es obtener las ocupaciones en el equilibrio para lo cual procederemos
como sigue:

1. deduciremos la expresién funcional de Q ({n,}), que depende profundamente de la
naturaleza de los constituyentes del sistema, es decir, de que sean distinguibles o no,
y en este caso, de si son bosones o fermiones

2. maximizaremos dicha funcién.

Ejercicio (para distinguir microestado y distribucién). Sea un sistema formado por 3 particulas
que pueden ocupar 2 niveles de energia €1 con g1 = 2 y €2 con go = 2. Enumere todos los
microestados que corresponden a n; = 1 y ne = 2 segin que

1. Las particulas sean distinguibles

2. las particulas sean indistinguibles
Al resolver este tipo de problemas se suele considerar cada nivel de energia como una caja dividida
en un numero de subcajas igual a la degeneracién. Entonces el nimero de microestados viene

dado por las diferentes formas en que podemos distribuir las particulas (3) en las celdillas (4),
cumpliendo las restricciones dadas (n1 = 1y ne = 2). Se puede
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Figura 5.4: Cajitas, cajitas. ..

1. etiquetar las particulas mediante letras 6 niimeros si son distinguibles. En nuestro problema
obtenemos (1,2) = 24.

2. representarlas por puntos (u otro simbolo) si son indistinguibles.

a) Los bosones pueden apilarse en el mismo estado de forma que €2 (1,2) = 6.

b) Los fermiones no (repulsién efectiva. .. ) con lo cual (1,2) = 2.

5.6. Distribucion de Maxwell-Boltzmann

Se llama asi a la ley que obedecen las ocupaciones en el equilibrio {nt?} de un sistema
formado por un numero enorme N de particulas distinguibles que estdn sometidas a las
condiciones macroscopicas establecidas en la seccién anterior, es decir, Y, n, = N = cte y
Y aNata = E = cte. Tradicionalmente se adjetiva la estadistica de MB como cldsica. Serfa
mas apropiado considerarla como una estadistica cuantica valida en aquellos casos en los
que el principio de simetrizacién asociado a la indistinguibilidad de las particulas idénticas
tiene escasa importancia. Al final del capitulo 6 estudiaremos en que limites ocurre esto.

El primer paso es obtener Q({n,}). Supongamos que las ocupaciones de los niveles
€1, €2, -+ con degeneraciones gi, go, - - - respectivamente son n1,n9, -+ . La ocupacion del
primer nivel con n; particulas cualesquiera puede obtenerse de

N\ .,
1 gl

formas distintas ya que las particulas son distinguibles y apilables en un mismo estado.
Para el segundo encontramos
(N N nl) 95°
n2

posibilidades distinguibles de ocuparlo con ny particulas. Y asi sucesivamente de modo que
el nimero total de formas distinguibles en las que podemos obtener la distribuciéon dada
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5.6 Distribucion de MAXWELL-BOLTZMANN

es

n]‘ n2...

N! (N—nl)'
nl!(N—nl)!ng (N—’I’Ll —TLQ)! 9192

Q({na})

N Ya

Para determinar ctiales son las ocupaciones en el equilibrio es preciso maximizar esta
funcién teniendo en cuenta que las n, no son independientes, sino que satisfacen las res-
tricciones sobre la energia total y ntimero de particulas. Trabajaremos con el logaritmo de
la funcién €2 por comodidad. Asi,

logQ) = logN!—&—Zloggg“ —Zlogna!

logN!+Znalogga —Zlogna!
a a

Admitiremos que N > 1 implica que las ocupaciones individuales también son n, > 1 lo
que permite

1. eliminar los factoriales mediante la aproximacién de STIRLING:

logng! >~ nglogng — ng.

2. tratar las ocupaciones como cantidades continuas.

Con objeto de aplicar los multiplicadores de LAGRANGE, introducimos la nueva funcién

® ({ne},a,8) =logQ+a (Nzna> +p (Ezna5a>v

donde, ahora si, las ocupaciones n, se tratan como independientes lo mismo que las dos
variables adicionales o y (. El punto critico queda definido por las ecuaciones

0P

Jda

0P

op

que implican respectivamente que N — > na =0y que E— ) n.eq =0,y
0d

— =0
Bnb ’

de donde deducimos que log g, — logny — a — By, = 0.
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Admitiremos que este (tinico) punto es el médximo de la funcién de forma que la ocupacién

del nivel € en el equilibrio es

eq __ —a—pPep
" = gve

donde los valores de a y 8 quedan determinados por los valores de £y N. En efecto,si
definimos la funcidn de particion del sistema, Z (3):

Z(8) =Y gue

tenemos que

S N MR
a a

lo que establece una relaciéon entre los dos parametros

e = N
Z(B)
y nos permite escribir las ocupaciones en el equilibrio como
N
eq _ —Bew
n, = gv€ )
A()

expresién que se conoce con el nombre de distribucién MAXWELL-BOLTZMANN.
De la segunda restriccion asociada a la energia se deduce que ( es dependiente de la
energfa total del sistema(®

E = E nile,
a
= ) e gae e,

- e )

__ N d(Egae)
Z(B) dg

dz(p)
dB

Z(P)

- —N% (log Z(5))

e invirtiendo la relacién encontrariamos (§ como funcién de la energia interna del sistema
E. Este resultado nos indica que el pardmetro § debe estar muy relacionado con la tem-

peratura del sistema. Veremos més adelante que ( esta relacionado con la temperatura
como § = ,%T Esta expresién nos permite dibujar la distribuciéon de MB para distintas
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Figura 5.5: Aspecto de la distribucién de MAXWELL-BOLTZMANN: 2 (¢).

temperaturas Cuando la temperatura es baja (5 alta) la pendiente de la exponencial es
pronunciada con lo cual solamente los niveles de menor energia tienen ocupaciones aprecia-
bles. Por el contrario, los niveles de energia mas altos estan sensiblemente ocupados cuando
la temperatura es suficientemente alta (8 pequena) (el decaimiento de la exponencial es
suave).

Si F' es una magnitud extensiva cualquiera

F = anqf (€a)

Fig Lo )

y el valor medio por particula es
- F 1
F=% = 75 Do 9ac 5 f (ea
N 70 & =)

5.7. EIl parametro 3 y el equilibrio térmico

Con esta seccién iniciamos un camino que nos permitird demostrar que % = kT vy,
ademas, familiarizarnos con el formalismo que hemos introducido. Hemos visto que (3 es una
funcién de la energia interna del sistema y dado que sabemos (por la termodindmica) que
esta variable estd intimamente relacionada con la temperatura debemos concluir lo mismo
para (. Para profundizar méas en esta idea demostraremos primero que este parametro
satisface también una “ley 0”. Consideremos dos sistemas aislados y caracterizados por las

4En realidad no depende sélo de E, sino también de N y V porque la fdp Z depende de los niveles de
energia que a su vez dependen de V' y quizd de N.
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Figura 5.6: Sistema para establecer la relacién entre 3y T

variables N, E,V y N’ E', V' respectivamente y tales que sus niveles vienen caracterizados
por energias y degeneraciones €4, gq y €5, 9h-
La fdp del primer sistema es

Z(ﬁ) = Z gae_ﬁsn'

y de ella puedo obtener el valor de 3 como funcién de la energia

B =B(E),

expresién valida en el equilibrio. Procediendo de la misma forma para el segundo sistema
tenemos

Z'(B) = ghe e
a
y
ﬁ/ _ 6I(E/)
A priori ambos valores son distintos, tanto porque las fdp son diferentes como porque las
energias internas de los dos sistemas también lo son. Ahora permitimos interaccionar a los

dos sistemas intercambiando energia, pero no materia. En cualquier caso el nuevo super-
sistema se encuentra aislado del entorno de modo que las nuevas cantidades conservadas

son
N = Z Ng
N = Z n,

v la energia total
Ewt=E+E = niea+y ne,
a a
Obviamente para obtener la nueva distribucién en el equilibrio debemos identificar la

funcién Q ({ny},{n,}). Por consideraciones combinatorias esta funcién, que da el nimero
de formas distinguibles de construir una distribucion, es el producto:

Q ({na} ) {n:z}) = NIN"! <H (g,;z! a) (H (g,;/;/)l nr)
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A continuacién hay que determinar el maximo de esta funcién por el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange. Definiendo la funcién

O ({ny}{n.},a,d, ) =log Q+a <N — Z na> +a/ (N' - Zn;> +0 <Etot — Z Na€a — Z nQEi)

y procediendo como antes tenemos

e _ —a ,_— (e
nil = gge “e Ve

r\eq / _—ao —pBe!
() = g e
Estas expresiones nos proporcionan las nuevas distribuciones en el equilibrio que ahora si
dependen de un tnico parametro 3. La razén la encontramos en el hecho de que la cantidad
conservada es la energia total y no las de las dos partes. Podemos enunciar una ley idéntica
a la ley cero de la termodindmica.

Enunciado de la ley 0 Dos sistemas diferentes que interaccionan entre si intercambiando
energia y en equilibrio estadistico deben tener el mismo valor del parametro f3.

Todo esto ahonda mas en nuestra convicciéon de que existe una relacién intima entre tem-
peratura y 3, o sea, 8 = (3 (T). Para obtener la relacién exacta estudiamos el sistema
macroscopico mas sencillo posible.

5.8. El gas ideal clasico

Sea un sistema aislado de su entorno, formado por N particulas puntuales y distinguibles
contenidas en un recipiente de volumen V' y que no interaccionan entre si. Para facilitar
los célculos supondremos que el recipiente es un cubo de lado L, aunque las expresiones
que obtendremos tienen validez cualquiera que sea la forma del recipiente. El hamiltoniano
de este sistema es una suma de términos a un cuerpo

N
H:Zh(i)

con h(r) = —%V2 +V (r),y V(r) cero para o € (0, L) y 0o en otro caso. Al tratarse de
particulas puntuales solo existe energia cinética de translacion. Al estudiar este pozo 3D
(v. bibliografia) se obtiene el siguiente espectro

K22
2mL3 (

Ena: My, Mz —

ny +ny+n2), ng €{1,2...}

Definimos las componentes del momento lineal de la particula en unidades de iz como

T Na

fo = LM T @)
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Figura 5.7: a) Situacién general 3D. b) Caso del ejemplo (2D).

y sumédulo k = /)" _ k2. En funcién de estas cantidades las energfas son

h? (k2 + k2 + k2)

2m

Ey, ky k.

h2k?

2m

Podemos considerar los estados de una particula como puntos en el espacio ®* de momen-
tos. Ahora bien, sélo los puntos con kg € {T, 2%, 3% .} son estados permitidos ya que el
momento se encuentra cuantizado. Nos interesa determinar el niimero de estados que hay

en un cierto region del espacio de momentos con volumen 2. Observamos que cada estado

(punto) permitido lleva asociado una pequena celdilla de volumen (%)3 En el interior de

dicha celdilla no puede haber otro estado. Entonces, para estimar el nimero de puntos
contenidos en una regién del espacio de momentos podemos dividir su volumen 2 por el de
la celdilla bésica. La aproximacién es mejor a medida que L (V') crece ya que el volumen
de la celdilla de reduce y su unién recubrira de forma mas perfecta la regién 2. . Veamos
un ejemplo en 2D.

Ejemplo A cada punto le corresponde una celdilla de &area (ﬁ) Si consideramos la regién
{Jr,y/‘/k:g% +k2< 6%}7 el nimero de estados podemos obtenerlo por la cuenta de la vieja y es
22. Utilizando la aproximacion descrita mas arriba tenemos

@ _in(®)? .
(7r/L)2_ (7r/L)2 =91 ~ 28

El error cometido es relativamente importante pero a medida que L crece la celdillas bésicas se
hacen méas pequenas y por tanto la particién que definen lo suficientemente fina coma para que
recubre correltamente la region.

De la relacién entre energia y momento podemos despejar el mdodulo de éste

Es evidente que los estados con energia € se sitiian sobre el primer octante de una esfera
en el espacio de momentos cuyo radio viene dado por la expresién anterior. Y los estados
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con energias en el intervalo (g, € + d¢) ocupan un octante de cdscara esférica cuyo espesor

es
2me
m
oy 2h25d5

Ahora estamos en disposicién de calcular el nimero de estados cuya energia estd en el
intervalo anterior. Este sera

dk

dQ2
g (8) de = 3
(w/L)
donde
1 2,,3\ 2
dQ = —4nk? () dk = (“2;;‘ ) c3de
y, asi

m3 \?
g(s)dev<w> e2de

El conocimiento de la degeneracién g (€) de nos permite calcular la fdp del sistema. Para
ello efectuamos la aproximacion

Z(B) = _ gac " —>/O deg (e) e

de donde

3 00
Z(p) = V<277Zh6>/0 ce e de

m \}
- V(Qwh%)

Finalmente, la relacion entre 3 y la energia del gas ideal se obtiene utilizando la formula

E = —N-= (log Z(5))

d
ds

log Z(8) — log <V<2777225 )
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de forma que

3N
=35

Asi estamos en disposicién de realizar la conexién con la Termologia. El calor especifico a

volumen constante es
oF
Cy=|—=—
v <8T>V

y su valor es bien conocido experimentalmente para un gas ideal monoatomico

E

3
Cy™" = -nmR
2
donde R = 5,19 x 10'° eV K ~'mol~'se conoce como constante de los gases perfectos y
Ny, €s el nimero de moles de substancia. Por tanto en un sistema a volumen constante la
energia serd

EetP — %nmRT

Comparando con la expresiéon hallada por razonamientos estadisticos tenemos para n,, =
1mol, N = Ny

3 3N,
E%?P = —mol RT = ——
2mo 55
con lo cual
1 1
ﬁ_ molRT - ﬁ’

Na

donde k = % =1,3810"1%erg K ! = 8,6310 °eV K ~'recibe el nombre de constante de
BoLTZMANN.

Para terminar esta seccién daremos la forma continua de la distribucion de MAXWELL-
BOLTZMANN para un gas ideal

N
Ng = —ga€ P50 — dn(e) = -9 (e) e Pede

O sea

N 27T2h2ﬁ % m3 z e
dn(E) = V( m > V(?’]IAHG) gz2e B de
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Si las cantidades representan el nimero de particulas que en el equilibrio ocupan el nivel &,
dn (¢) representa el nimero de particulas que en el equilibrio poseen energias comprendidas
en el intervalo (e, € 4 de).

5.9. Entropia y primer principio

Podriamos pensar que la relacion g = ﬁ es especifica del gas ideal y que en otros
sistemas més complejos la relacién sea diferente. Para convencernos de lo contrario in-
tentaremos reproducir algunas relaciones termodinamicas muy generales utilizando esta
expresién y la definicion estadistica de entropia.

Un pequefio cambio en la energia del sistema es (1°” ppo de la Termodindmica)

dE = 6Q —dW
5Q — pdV

En nuestro formalismo, donde E = " e,n,, un cambio infinitesimal de la energia puede

escribirse como
d <Z na5a>
a
Z qdng + Z ngde,
a a

expresién completamente general ya que no depende de ninguna distribucién en particu-
lar o de si el sistema estd en equilibrio. Insistamos una vez mas que las €, son funciones
de (V,N). El primer término de dFE, donde las energias individuales se conservan corres-
ponde a un proceso a volumen constante , y el segundo estd asociado a un cambio en el
volumen(®). Tenemos separado dF, al igual que en termologfa, en dos términos: a volumen
constante y a volumen variable. Por lo tanto, hacemos la identificacion

5Q > eadn,
daw = pdV

— Z ngde,

Es interesante observar que un trabajo realizado por el sistema se hace a costa de modificar
la energia interna modificando los niveles de energia, mientras que la transferencia de calor
se produce por reorganizaciéon de las ocupaciones.

Una vez expresado el ppo en nuestro lenguage, pasamos a estudiar la entropia de un
sistema de particulas distinguibles en equilibrio estadistico. En general

dE

S = klog,

5Nuestros sistemas conservan N mientras no digamos lo contrario.
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.

S = klog <N!Hg
n

y por tanto

a
a-

Utilizando STIRLING

S

1

kzz (nalogga —Znalogna> + kN + klog N!,
—ana10g< >+cte

En el equilibrio las ocupaciones vienen dadas por la distribucién de BOLTZMANN, de
manera que

S

S = —an <1og—;;>

N
= 7 anqea — kN log A
E N
= — —kNlog—,
T &7
expresiones en las que hemos despreciado los términos constantes y hemos utilizado la
relaciéon 3 = . Durante un proceso infinitesimal y reversible en el que en todo instante
el sistema esta en equilbrio podemos trabajar con la expresion precedente. Asi, el cambio
de la entropia sera

E Z
= — +kNlog—
S T+ ogN

dE FE dz
ds = —dE + kN —
o T T2 + Z

iz = d (Zgaei%>
1
= Wzgaga TdT_iZgae dega
dz 1 N e 1 N e
ka = W;(Zgae kT>6adT—Tza:(Zgae kT)dsa
1 eq 1 eq
= T2 Znaaa de?Zna de,

aw

E
= —dT+
="t
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Reuniendo los distintos términos

dE E E AW
dS = =5 = gdl + mdT + —

dT
dE = TdS—dWw
Por lo tanto en un proceso reversible en el que no se realiza trabajo tenemos,
dE = dQrey = TdS

Obsérvese que para obtener la definicién termodindmica de la entropia desde la defini-
cién estadistica de BOLTZMANN es esencial admitir que § = ﬁ Sélo si esta relacion es
universalmente vélida podemos deducir una expresion a partir de la otra.

5.10. Problemas
5.10.1. Enunciados

1. [A] Sea un sistema formado por 3 particulas que pueden ocupar dos niveles de energia
€1 y €2 cada uno con una degeneracion g = 2. Enumere todos los microestados
correspondientes a la distribucién nq = 1, ng = 2 seglin que a) las particulas sean
distinguibles o b) indistinguibles.

2. [A] Un sistema consta de N=4000 particulas que pueden ocupar uno de los tres
niveles de energia siguientes:

e1=0, eg=¢, e3=2¢
Todos ellos poseen la misma degeneracion.

a) Compare la probabilidad de la particién con

n; = 2000
ng = 1700
ng = 300

. ’ ’ ’
con la correspondiente a ny =n; + 1, ng =ng — 2, ng =nz + 1.

b) Deduzca las ocupaciones en el equilibrio.

3. [A] Un sistema estd formado por un nimero enorme de particulas distinguibles que
pueden encontrarse en los siguientes niveles de energia:

ca=(i—1)e, i=1,2,
a) demuestre que la funcién de particién del sistema es (g, = 1)

1

Z=—_
1—ePe
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10.

11.

156

b) obtenga la energia media por particula

¢) estudie los limites de alta y baja temperatura.
eq

d) suponga que e = 0,1eV y calcule %’ paraT =0y T = 10K.

[A] El momento magnético de un atomo que posee momento angular .J viene dado
por

a)
M=—gr,—J.
h
b) y su energia de interaccién con un campo magnético externo homogéneo y es-
tacionario es
¢)
KB

A f'észMBBm, m = _ja_(j - 1)v 7j

EZ—M~j:gL

d) a) Obtenga la funcién de particién de un sistema constituido por un ntimero N
de estos dtomos en interaccién con un campo magnético externo. b) Deduzca
las ocupaciones en el equilibrio.

[A] Calcule la entropia de un gas ideal monodtomico en equilibrio.

[A] Un recipiente de volumen 2V estd dividido en dos partes iguales mediante una
pared de quita y pon. Inicialmente N dtomos se encuentran en la primera mitad en
una situacion de equilibrio a la temperatura T'. Se quita la pared y, en un breve lapso
de tiempo, el gas inunda todo el recipiente y alcanza nuevamente el equilibrio.

a) Calcule el cambio de entropia.

b) Exprese el resultado anterior en términos de probabilidades.

[A] Deduzca la distribucién de velocidades de MAXWELL a partir de la distribucién
de MB.

[A] Deduzca las expresiones de la velocidad més probable, media y cuadrética media
de las particulas que forman un gas ideal clésico.

[A] Obtenga el nimero de particulas de una gas ideal cuya velocidad tiene compo-
nentes comprendidas entre v, y vz + dvg, vy ¥ vy + dvy v, y v, + dv..

[A] Deduzca la expresién de la distribucién marginal asociada a la componente v,.

[A] Demuestre que la ecuacién de estado de un gas ideal viene dada por PV = kNT.
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5.10.2. Algunas soluciones
Problema 3
Esencialmente, esto es un oscilador arménico (niveles de energia equiespaciados).

1. Demuestre que si las degeneraciones de los niveles son todas = 1 la funcién de

particién del sistema es
1

20) =1

Tenemos

Z = Z e~ Pea
a

Ze—ﬁ(i—l)e
_ Z (e_ﬂe>i—l
1—ePe 4 (6_66)2 +...

1
1—ePe

2. Obtenga la energia media por particula

. _ E_1(Nd,
¢ T N N Zas

3. Estudie el limite en que ;% — 0, co.

a) T — 0. En el limite de temperaturas muy bajas la energia media por particula
es muy baja, lo que quiere decir que sélo el primer nivel de energia tiene una
ocupacioén significativa.

b) T — oo. La energia media por particula tiende a oo, lo que quiere decir que
todos los niveles del sistema tienen una cierta ocupacién.

4. Calcule la relacién de las ocupaciones en el equilibrio

— (1 _ e—ﬁe) e—ﬁ(i—l)e
= (1—6_%)6_3;7}6
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Problema 4
1. La funcién de particién tiene siempre la expresion
J

A Z e—Pe(m)

m=—j

J
— E e P9Lusm

m=—j

J

m=—j

con lo que
_ sinh ((j + 3) 9r15 %)
sinh (59015 17)

2. Las ocupaciones del estado con proyecciéon m en el equilibrio, segun la distribucién
de MAXWELL, son

N
eq __ Be
nm - de
Como “?;B tiene dimensiones de temperatura podemos usarlo como unidad de tem-

peratura. El denominador es del orden, para un campo razonable

10~ %eV

Ty= ——
07 10 4eVK1

~ 1K

con gr, = 1 y suponiendo que el nivel fundamental con j = % se desdobla en dos al

aplicar el campo magnético en dos subniveles, con m = :I:% separados por 10~ %eV.

Problema 5

Entropia de un gas ideal monoatémico

E73

= -kNT
2

de donde

3
mkT \ 2
Z=V <Q7rh2[3> =V (27rh2)
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la entropia sera

3
3 V (mkT\*
Sey = 2kN+kNlog<N (’;ﬂ#))

3
3 mk 2 V_s
= 2kN+k:Nlog(27Th2> +kNlog(NT2>

vV
= Sy + kN log (NT3>

Imaginemos una caja dividida en dos partes iguales por una pared que se puede quitar.
Si, teniendo todas las moléculas en un lado de la caja retiramos la pared, la temperatura
y la energfa interna se mantendrdn invariadas (recordemos que se trata de un gas ideal).
El incremento de entropia, sin embargo es muy grande. Si

kN log (X[T3>

kN log (%:]/T)

se tiene AS = kNlog2 y % = 2V | La probabilidad del segundo macroestado es mucho
mayor.

S

So

Problema 11
Hemos visto que
dZ
kEN— = kNd(logZ)

E aw
= —dT _—
T2 T+ T

E P
= ﬁdT + ?dV

y, por tanto, a temperatura constante
kENTd (log Z); = PdV

con lo que

0
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y, sin hacer las monstruosas integrales de la Teoria Cinética

3
mkT 2

7z = —
V(Qﬁflz)

logZ = logV + f(T)
d
P = kNT (logV +f(T);
_ ENT
-V

y PV = kNT.
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6.1. Indistinguibilidad y estadistica

La indistinguibilidad de las particulas idénticas es una propiedad de los objetos cuanticos
dificilmente comprensible desde el punto de vista clasico. Conduce de forma natural al
principio o postulado de (anti)simetrizacién de la funcién de onda y al principio de exclusién
de PAuLIL. Todo ello afecta de manera radical a la dependencia de la funcién de volumen o
de las ocupaciones. Para empezar no podemos etiquetar las particulas, lo que conduce a que
solo podamos seleccionar de una forma distinguible una pequena cantidad n de particulas

, e N
del total V. Recordemos que en el caso de particulas distinguibles tenemos < n formas

diferentes de hacerlo. También se ve enormemente afectado el proceso de distribucién de
esa pequena fraccion de particulas en los g estados que forman un nivel degenerado. A
este respecto serd de utilidad recordar que aunque las particulas sean indistinguibles, los
estados son perfectamente diferenciables por medio de sus niimeros cuénticos (la proyeccién
del momento angular por ejemplo) Ademds cuando se trata de fermiones, la ocupacién de
un nivel no puede exceder su degeneracién. En caso contrario tendriamos al menos dos
particulas en un mismo estado, lo cual violaria el principio de exclusién.

6.2. Distribucion de Fermi-Dirac

Consideremos un sistema de N fermiones idénticos (electrones, protones. .. ) en el interior
de una cavidad de volumen V' que impide cualquier intercambio de energia o particulas
con el entorno. Admitiremos que los fermiones del sistema no interaccionan entre si y
que, en caso contrario, cada particula siente una interaccién promedio que depende de sus
coordenadas y no de las coordenadas de las restantes particulas. Bajo estas hipdtesis cada
particula puede ocupar unos nivéles de energfa {¢;, g;}, i € {0,1,2,--- }. Las ocupaciones
de los mismos deben cumplir que n; < g;.

Sea {n;}una distribucién de particulas sujeta a las dos ligaduras

N = Zl Uz

E = Y&
que garantizan el aislamiento del sistema. Tal como se afirma en la introduccién sélo existe
una manera distinguible de esgoger n; < g; fermiones de los IV . El reparto de esos fermiones
en los estados del nivel i-ésimo (uno por estado a lo sumo) se efectua seleccionando n; de
los g; que forman el nivel. Esta seleccién pueda hacerse de
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()

formas distintas. Cuando consideramos todo el espectro, tenemos

s = T1(%)

1
_ Hgii’
; n;! (gi - ni)!

9;
T

Un hecho interesante es que si n; < g; (limite de densidades bajas), entonces o ~ [|
%UMB. Es decir, la estadistica de FD se confunde con la de MB.

El equilibrio viene caracterizado por aquella distribuciéon que maximiza la funcién pre-
cedente. Utilizaremis el método de los multiplicadores de Lagrange para garantizar que se

satisfagan las dos restricciones. Para ello introducimos la funcién auxiliar

S ({n;},a,0) = logo+a <NZnZ> +4 (EZnﬁ:Z)

1
g = o (Hniugfm)!)
= ) (log(g:!) — log (n;!) —log ((g; — ni)!))

%

donde hemos utilizado el logaritmo por simplicidad. Como en un sistema macroscépico
satisfacen n; > 1, podemos usar Stirling

logo = Z (9ilog g;i — n;logn; — (gi — ni) log (gi — ni))
i
y tratar los nimeros de ocupaciéon como variables continuas. En el maximo de ® obten-
dremos

o0
9
o0
a5 ~ Y

que conducen respectivamente a la conservaciéon del nimero total de particulas y de la
energia. Por ultimo

0P

~—— =0

ﬁnk

conduce a las ocupaciones en el equilibrio. Se cumple que

—logn; ! —1+4+1log(gr —ni) +1—a—Per, = 0
eq
.—n
N
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6.2 Distribucion de FERMI-DIRAC

de donde
eq 9k

" T gatBer 41
Esta ley para los nimeros {n:q} en el equilibrio se conoce como distribucién de FERMI-
Dirac. De forma andloga a la esMB, los valor de o y (3 se obtienen a partir de los valores
de la energéi total y del niimero de particulas. En esta estadistica a tiene una gran impor-
tancia, especialmente a temperatura cero. Normalmente se escribe en funcién de un nuevo

pardmetro p (llamado potencial quimico y con dimensiones de energia), como o = —fpu.

Asi:
nel— 9
v eBlei—p) 1

A partir de la conservacién del nimero total de fermiones
_ gi
N = Z eﬂ(ai—ﬂ) + 1
K3

podemos relacionar g con 8, N y V (1) Al ser constantes no se suele considerar la de-
pendencia en estos dos tltimos. Por lo tanto escribimos simplemente 1 = p (5). La forma
concreta de esta funcién es compleja y, salvo en ciertos limites no se puede obtener de
manera analitica. De la relacién
€i9gi
E= Z eBlei—m) 4+ 1

se obtiene 8 = ((F). No es muy complicado demostrar que 5 = ( de hecho lo haremos
en los problemas).

6.2.1. Distribucibn de FD a7 =0

Debido a la dependencia en el potencial quimico es dificil trabajar con esta distribucién.
A temperatura cero, sin embargo, la situacion se simplifica bastante. Estudiemos el limite
cuando T — 0. '

lim n{? = lim S
T—0 750 elei—n(0)/kT 4 1
= Cuando ¢; < p(0) tenemos que el exponente es una cantiada negativa (o estricta-
mente cero) por lo que et} — 0y limz_on{? = g;.

» Cuando &; > 1 (0) tenemos limy_on;? =0

Constatamos que hay una energfa umbral 1 (0) = ep , llamada energia de FERMI, que
marca una diferencia de comportamiento notable del sistema. Si la energia es igual o,
inferior, a dicho nivel la ocupacién coincide con la degeneracién g; (a T = 0 se dice de
un sistema de fermiones que estd degenerado). A energias por encima del nivel de FERMI,
las ocupaciones son estrictamente cero. Por lo tanto, la representacion grafica de esta
distribucién es la de la funcién escalén. A temperaturas no nulas, pero pequenias, se puede
apreciar un suavizamiento de esta funcién escalén.

1La dependencia en el volumen de la vasija se encuentra en los niveles de energfa
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e

q
Figura 6.1: Aspecto de la distribucién de equilibrio ng? en funcién de g;. El escalén corresponde
aT =0,y lacurva a trazos a T' < 1. /

6.3. El gas ideal en la esFD

Esta seccién esta dedicada a obtener algunas expresiones generales para un gas ideal de
fermiones, esencialmente a T' = 0, sin preocuparnos de cual es el tipo de particula. Puede
tratarse de un gas de fermiones en un sélido o que forma parte del plasma que forma una
estrella blabca, etc.

La degeneraciéon de un nivel de energia € de la particula en la caja cibica de volumen
V serd la misma que en la esMB:

1
m3 \? .
g(e)de =gV (2774h6> e2de

donde hemos anadido la degeneracién de espin, g; = 2s + 1. Como los fermiones son par-
ticulas de espin semientero, g; = impar. Por ejemplo, para los electrones g; = 2 (tenemos
dos proyecciones de espin posibles). El nimero de particulas en el nivel en cuestién es en
general

m3 H £3de
27r4h6) elei—w)/kT 4+ 1

dn () = g5V (
y a T = O0donde el denominador es la unidad para ¢ < ep

1
3 2 1
dn (e) = gsV(z;’}fh(ﬁ) e2de, e <ep
0, e>ep

La representacién gréafica del numero de particulas por intervalo unidad de energia es la
siguiente Ahora es posible calcular ep para el gas ideal. Evidentemente
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despejando cp:

EF

6.3 El gas ideal en la esFD

Figura 6.2: 9%en funcién de e.

- / dn (&)
0
m3 % EF 1
= SV —_— 7d
v (5ri) || <l
1

3 N m? 3 s
- (5.5 (55)

B (6r2N\°
- 2777'(98‘/)

El nivel de FERMI es inversamente proporcional a la masa de la particula. A medida que
la particula se hace mas masiva se mueve mas lentamente y su energia cinética se reduce.
Por el contrario crece con la densidad n = N/V a la potencia 2/3. Esto es consecuencia del
ppo de exclusién. Como los fermiones no pueden apilarse en un mismo estado, a medida
que anadimos mas particulas , niveles de mayor energia deben ser ocupados. La energia
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interna es

Il
ot W
Y
[SCI )
Q
w
<
7N
Y
iE
>t w
(=2}
N———
Nl
(O]
Myl
N————
™
|

Dicho de otro modo (y siempre a 7' = 0)
E Ne € 35
= — — — —
507 57

Temperatura pequena pero no nula

Cuando T' < 1 puede demostrarse que las correciones a las expresiones obtenidas mas

arriba son
72 (kT\?
T = 1—— | —
u(T) F( (5 +
3 572 (KT\?
E = =N 14— —
5 €F<+12<5F)+ )
Se trata de un desarrollo en serie y para poder guardar solo los dos primeros términos,

debe cumplirse (%) < 1. En un gas de electrones libres en un metal , ep ~ 1eV lo que

implica que para poder utilizar dichas férmulas kT < 1leV. Dado que k ~ 107 %eVK !
concluimos que T' < 10*K . Podemos, entonces, utilizar estas expresiones para estudiar un
gas ideal a temperatura ambiente. En particular el calor especifico a volumen constante

viene dado por
OF
o = (3r),

2
s kT
2 EFr
De acuerdo con la ley de DULONG Y PETIT el calor especifico molar, de practicamente
cualquier sélido, se aproxima a un valor constante 3R para temperaturas superiores a la

llamada temperatura de Debye. Esta es una propiedad caracteristica de cada substancia
y, en general, es del orden de 102K. Segtn el resultado anterior
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Figura 6.3: Comportamiento radial de las fuerzas fuertes para una parte radial simétrica y una
parte de espin simétrica (pueden tenerlo simétrico porque no son particulas idénticas).
Observamos su variacién violenta, pasando de ser atractiva a pocos fm a muy repulsiva
para distancias inferiores a 1fm.

CV - Cv/mol
ENy R
Esto significa que la contribucién de los electrones (cuasi)libres al calor especifico de un

metal es practicamente nula y que éste se debe casi completamente a las oscilaciones
colectivas de los iones de la red cristalina.

<3

6.3.1. El nicleo como gas ideal

Vamos a introducir el nicleo como un sistema formado por Z protones y n neutrones
(Z + N = A nucleones(?)) en interaccién fuerte. Como consecuencia del balance entre su
energia cinética y la potencial, un nicleo ocupa una regién cuyo tamano es del orden
del fermi (IO*Gnm). Protones y neutrones son fermiones de espin s = %, masa muy
similar(® y aproximadamente igual a 1GeV. La carga del protén es gp = +e y la del
neutrén es ¢, = 0. Las fuerzas que ligan los nucleones son extraordinariamente grandes y
violentas. Su forma es bastante compleja y no se conoce con gran exactitud®. A priori,
debido a la extraordinaria intensidad y variacion violenta de las fuerzas nucleares esperamos

que las propiedades més importantes del nicleo sean muy distintas a las de un gas ideal

2Hoy el nimero mésico A estd comprendido entre 1 y aproximadamente 280.

3Su masa no es idéntica porque su estructura interna formada por quarks no es la misma.

4las fuerzas entre nucleones son a las fuerzas entre quarks y gluones lo que las de VAW son a las electro-
magnéticas entre dtomos. Se sabe relativamente poco de ellas a bajas energias; lo méds que se tiene son
modelos fenomenolégicos, que dicen son de corto alcance y dependen de

= la distancia
= el espin (habrd términos espin—érbita)
= la orientacién relativa de los espines respecto a la linea que une los nucleones.

y que no dependen de la carga (para una misma configuracién orbital y de espin la interaccién entre los
dos nucleones no depende de su carga).
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de fermiones. Sin embargo, este modelo permite explicar, aunque sea cualitativamente,
algunas de dichas propiedades. La razén de esta coincidencia se debe, de nuevo, al ppo de
exclusién de PAULIL

Vamos pues a considerar el nicleo como un sistema formado por dos gases de Fermi,
uno de protones y otro de neutrones, en un recipiente de volumen V en cuyo interior cada
particula siente un potencial V5 < 0 (homogéneo, estacionario y atractivo). Este potencial
simula de forma promediada la interaccion entre los nucleones. En los limites de la regién
que ocupa el nicleo el potencial se hace infinito, lo que simula el efecto de las paredes.

Maés adelante necesitaremos la relacién que existe entre el tamano del nicleo y el ntimero
de nucleones que lo forman. Si admitimos que tiene forma esférica, lo cual es cierto para
el estado fundamental de buena parte de los nicleos, su volumen es

y, empiricamente se sabe que
R=ryA3

con g =~ 1,2 fm. Se observa que el tamano del nicleo crece de forma réapida con el niimero
de particulas(®

A T = 0 los fermiones de un gas ideal se encuentran apilados en los niveles de menor
energia, por lo que esta imagen sirve efectivamente para describir el estado fundamental.
La energia del estado fundamental se denomina energia de ligadura Ej, ya que es exacta-
mente la cantidad de energia que hay que proporcionar al nicleo para descomponerlo en A
particulas libres. En nuestro modelo dicha energia es suma de la de los gases de protones
y neutrones. Teniendo en cuenta que

PN (A
Fo7 om gs V
B2 (6x2 N5
= 27n(gs V)
podemos escribir
B, = E,+E,
3, 3. .
= 3Z5F+5N5F+A%
2
352 [(372\3 5 5
— AV 4+ (2 (Z’ N’)
0+10m<V> P
3h2 (97\3 1 Z5 + N3
0+10m<4) 2 Al
Zé N§
= Ay et
A3

5Por el contrario el 4tomo es un sistema que a medida que se le afiaden particulas crece hacia adentro. Es
decir el radio de los distintos nivles nl disminuye con Z.
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con la variable D = N — Z podemos poner

N =

N
—_
+

N——

7 =

SIS

—_
|
NEEE NIV
~

de manera que la energia total es

wlon

E,=AVy+£2754 ((1 + i)

(-8

Ahora bien, para buena parte de los niicleos que se conocen se sabe que ‘%‘ < 1. Podemos
pues intentar un desarrollo en serie(5)

1+2) 148D, 5(DY,
A} 34 9\ 4

Asi )
5 (N—-Z
Ey = (VO + 2—%5) A3 V2]
9 A
Ejercicio Calcular &.
Solucién: € ~ 30MeV. Hay que utilizar que
ro = 1,2fm
he = 198 fm MeV
me® = 10°MeV

Comparemos ahora este resultado con el experimento. Hacia 1935 C.V. WEISZACKER pro-
puso una férmula empirica que da la energia del estado fundamental del niticleo.

Ey=—a1A+ azA% + a3Z2A_% +ay (N — Z)2 A7t 4§

con § = —as A~ 1 para N, Z pares, 0 = 0 para N par y Z impar (o al revés) y § = as A1
para N, Z impar. Los coeficientes toman los valores a1 = 16MeV, as = 18MeV, az =
1MeV, ay =24MeV y a5 = 34MeV.

En este modelo hemos sido capaces de deducir la forma de dos de los cinco términos
de la férmula. Para entender por qué no podemos reproducir el resto de los mismos es
necesario comprender su significado.

1. Término de volumen. Pensemos en un pedazo de materia nuclear (un objeto infinito

en el que no hay interaccion de COULOMB; sélo fuerte). Por homogeneidad del es-
pacio e isotropia de las fuerzas nucleares sabemos que si esto existiera deberia tener
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Figura 6.4: Pedazo de materia nuclear.

densidad constante. Como la interaccién nuclear es de corto alcance, cada nucledén
solo ve la influencia de sus primeros vecinos, y no interacciona con los que se en-
cuentran mas lejos. Eso viene representado por una circunferencia en la figura. Cada
nucleén sentird una energfa de interaccién debido a los ny,, primeros vecinos

T +7)
La energfa de un pedazo con A nucleones es
(T+V)ny,A
es decir, es proporcional al niimero de particulas A.

Término de superficie. Ahora bien: materia nuclear es un sistema ficticio ya que hasta
una estrella de neutrones es finita y posee una superficie. Los nucleones situados en
o cerca de la superficie poseen un numero de vecinos inferior que el que poseen los
del interior. Utilizando el argumento del punto 1 vemos que la energia con la que
estan ligados al nicleo debe ser menor. Por ello debemos anadir un término positivo
(que disminuye la energfa del niicleo) y proporcional a a la superficie del ntcleo.
Esta depende de R?, que a su vez es (experimentalmente) proporcional a A%, En el
modelo propuesto supusimos que cualquier nucleén, bien en el interior, bien en la
superficie del nicleo estd sometido a un potencial constante V{. Para simular este
efecto de superficiei deberemos usar un potencial como el de la figura (aunque es
posible que al ser mas complicado se pierda la analiticidad). Un ejemplo tipico es el
del oscilador arménico.

Es la energia de COULOMB de una esfera uniformemente cargada. Obviamente, nues-
tro modelo no consigue reproducirlo, ya que en ningtin no hemos considerado en
ningin momento la interaccién electrostéatica entre los protones.

Término de simetria. En el modelo de FERMI esta asociado al ppo de exclusion de
PAuULL

6(1+r)”:1+nm+%nm2+...
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Figura 6.5: Potencial corrector para encontrar el término de superficie.

Figura 6.6: Representacion esquematica de los niveles de energia de neutrones y protones en la
caja, para un nucleo caracterizado por A, D = 0. Las particulas se representan por

’ . . . 2
aspas. Las energfas de los niveles de la caja son del estilo € = 22 (nZ + nj + n2).
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Figura 6.7: Representacién esquemaética de los niveles de energia en la caja, cuando A permanece
constante pero D > 0.

experimento modelo
a 16MeV Vo —273¢&
aq 24MeV ~ 10.5MeV

Cuadro 6.1: Valores predichos y experimentales

De una figura a otra perdemos energia de ligadura (el niicleo se hace menos ligado)
que podemos cuantificar como,

AE = —ﬂ55F+TL5(€F+(55)
= n555>0

La conclusién es que que el ppo de exclusién favorece, dentro de los nucleos con un
mismo nimero mésico A, a aqule con D = 0. Esto es debido a que si pasamos de un
nicleo con N = Z a otro vecino transformando protones en neutrones, estos deberan
situarse en niveles de energia mas altos, ya que los inferiores se encuentran todos
ocupados.

5. Término de apareamiento. Proviene de la peculiar forma que tiene la parte de cor-
to alcance de la interaccién nuclear y, claro estd, no puede surgir de un potencial
estacionario y homogéneo V;.

Ahora nos interesa ver si el valor numérico de los coeficientes cuya forma hemos reproducido
con el modelo se parece al valor real. Por comparacién con el valor experimental para a1,
nuestro modelo predice que la energia promedio de un nucleén es V) = —35MeV, lo que
es aproximadamente correcto. Por lo que al segundo coeficiente se refiere, existe una fuerte
discrepancia con el dato experimental, lo cual se debe a que el ppo de exclusiéon de Pauli
no es el unico que favorece que N = Z. La forma de la interaccién fuerte favorece atin maés
que N = Z y ello justifica este sultado tan malo.
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Figura 6.8: Diagrama de Segré

alqua.com/figuras

Figura 6.9: Parédbolas de masa.

El diagrama de Segré es una representacién de los nicleos conocidos en el plano N, Z.
Los nicleos ligéros (A pequeno), donde el efecto de coulomb no es importante, tienden a
concentrarse sobre la recta N = Z. Por el contrario, los nicleos mas pesados se desvian
hacia la zona con N > Z para contrarestar el efecto de la interaccién coulombiana.

6.4. Sistema de bosones: BE

Sea un conjunto enorme de N > 1 bosones idénticos que no interaccionan entre si
o, donde las interacciones reales entre particulas pueden aproximarse por una interaccién
promedio que, cada particula siente debido a todas las demads. Se encuentran contenidas en
una vasija de volumen V' que no permite intercambios de energia o materia con el entorno.

El postulado de simetrizacién no impone restriccién alguna sobre los nimeros de ocupa-
cién cuando trabajamos con bosones lo cual influye notablemente en la determinacion de
o ({n;}). Al igual que en el caso de los fermiones, solo podemos seleccionar de una forma
distinguible n de entre el total de particulas N. Sin embargo, la distribucién de esas n
particulas en un nivel de energia es mas complicada. Un razonamiento ingenuo da lugar a
una expresion muy complicada

gi—1
gi+gi(gi_1)+gi(9i_1)+gi( 9 >+

donde g; es la degeneracién del nivel en que distribuimos los bosones. Como la suma anterior
es muy complicada procedemos de forma radicalmente distinta. La separacién entre dos
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Figura 6.10: Diagrama de bolitas. [ ]

estados de un mismo nivel se caracteriza por una barra vertical, y las particulas, por
puntos. En total debemos tener g; — 1 separadores y n; particulas. Cambiar las ocupaciones
corresponde a permutar barras y puntos simultdneamente. Todas las formas distinguibles
de reparto las podemos conseguir construyendo todas permutaciones posibles de puntos y
paredes. Pero al hacer esto estamos incluyendo las permutas de dos o mas paredes entre si
o, de particulas entre si, lo que no corresponde a cambiar las ocupaciones.. De modo que
las formas de reparto diferentes son

(ni+gi—1)! (ni+gi_1>

ni! (gi — 1)' - n;
Y para el conjutno de niveles se tiene
n;+g; — 1
o (o) =T ("7
. 1
3

Los pasos a seguir para encontrar la distribuciéon de ocupaciones en el equilibrio son los
habituales .Calculamos el logaritmo de la funcién anterior

logo ({ni}) =Y _ (log (n; + g; — 1)! — logn;! — log (¢; — 1)!)

i

y admitiremos que n;, g; > 1 lo que nos autoriza a usar n; como variable continua y aplicar
la férmula de STIRLING, logx! = zlogz — x para = > 1. Asi

logo ({ni}) == (ni +gi — 1)log (n; + g; — 1) — n;logn; — (g; — 1) log (¢; — 1)

Hallamos el maximo por el método de LAGRANGE. Introducimos la funcién auxiliar

(I)({ni}aaaﬂ) = 10g0—+a <NZHZ> +5 <E2n152>

y derivamos.

0P
e Y
od
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Figura 6.11: % vs. e: distribuciéon de BE para dos temperaturas T < 1y T > 1.

corresponden a la conservacion del nimero de particulas y de la energia respectivamente.

De
0d

oy,

deducimos la expresién de las n;?. En efecto,

0

log (ng? 4+ gx — 1) —logny! —a— P, = 0
nzq+gk—1 e@"rﬁfk
€q
ny,
y, por tanto
nc — 9k — 1
k ea+ﬂsk — 1

como las degeneraciones g; son grandes se suele tirar a la basura el —1 del denominador.
Los dos parametros tienen valores en el equilibrio que se relacionan con las cantidades
conservadas. Procediendo como siempre

Para a sélo existen expresiones analiticas sencillas en los limites de temperaturas muy
altas o muy bajas. En cualquier caso, para que las ocupaciones de todos los niveles sean
nimeros positivos, el pardmetro « debe ser una cantidad positiva, hecho que, por ejemplo,
no es cierto en la esFD. Las ocupaciones de los niveles de mayor energia crecen con la
temperatura. Como puede observarse, el comportamiento es cualitativamente parecido al
de la esMB. La pequena diferencia es que la esBE favorece ligeramente las ocupaciones de
niveles de menor energia

MB
ni . 70(7651'
—BE — 1—e <1
n;

a « y [ iguales. Para energias altas (fe;) > 1 la exponencial se hace casi cero.
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6.5. EIl cuerpo negro

Como ejemplo de aplicacion de la esBE estudiaremos este sistema. Se trata de un sistema
ideal capaz de absorber toda la energia que incide sobre él. No existe ningiin cuerpo negro
real en la naturaleza. Una buena aproximacion seria una cavidad con un pequeno orificio en
su pared. La posibilidad de que parte de la radiacién que entra por el orificio, vuelva a salir
por él, es muy pequena si se satisvacen ciertas condiciones. La més importante es que las
paredes interiores de la cavidad tengan un poder absorbente grande. Estas paredes ademas
de absorber y reflejar la radiacién incidente, emiten radiacién. Los atmos de las mismas
forma una red cristalina que oscila de modo colectivo. La red puede intercambiar energia
con el campo electromagnético y, también, cada dtomo individual mediante transiciones
de unos niveles atémicos a otros(”).

Trataremos el campo electromagnético en el interior de la cavidad como un gas de
fotones. Es un gas ideal ya que no hay interaccién entre los fotones. Los intercambios de
energia entre el campo y la pared se producen mediante creacién o destruccion de fotones.
Por ello, y a diferencia de otros gase ideales, on impodremos ligadura alguna sobre el
numero de particulas. Veremos mas adelante que en el equilibrio el niimero de fotones
depende de T. La energia electromagnética en la cavidad, sin embargo, es una cantidad
conservada. Como se sabe desde 1889, la potencia radiada, por unidad de superficie, por

el orificio es
R(T) = oT*

lo que permite deducir la densidad de energia electromagnética a esa temperatura dentro
de la cavidad como A
o
p(T)=—T"
c

Los fotones son bosones (s = 1) y obedecen la esBE. Las ocupaciones en el equilibrio son

ya que cuando el niimero de particulas no se conserva o = 0.

Dado que la cavidad tiene un tamno macroscépico los niveles de energia que pueden ocu-
par los fotones forman casi un continuo. Por ello procedemos a transformar las expresiones
de la esBe para un espectro continuo.

La funcién de onda que caracteriza a un fotén dentro de la cavidad® es radicalmente
diferente a la de una particula no relativista con masa. Ahora bien, su funcién de onda
debe anularse en las paredes, lo que si da lugar a la cuantizaciéon del momento

0

k= z(nx,ny,nz), ne EN, a=ux,9,z

7Como ya sabemos los niveles de energfa atémicos estdn cuantizados y, por tanto, el intercambio de energfa,
con el campo se realizan de manera discreta. Los cudntos de energia del campo se llaman fotones. También
las oscilaciones de la red se hallan cuantizadas. Los cudntos de energia asociados a dichas oscilaciones se
llaman fonones.

8Por simplicidad suponemos una caja ctibica de lado L.
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Lo que cambia radicalmente con respecto a casos anteriores es la relacion entre la energia
de la particula y su momento. Si k = /> k2

e = clp|
ch k|
= chk

de donde k = -, por contraposicién al gas de MB (particulas no relativistas de masa m),
. <2 _ h2k2

que tiene por relaciéon ¢ = %, . .

Nos preguntamos cudntos estados tienen energia entre £ y de (o bien, momento entre k

y k+dk): g(e) de.

dQ (E)
3
(%)

Lymk2dk

3
(%)
e2de

57 omr2h3¢3

gle)de = gs
= g

= g

Una segunda diferencia con el gas de particulas no relativistas es la degeneracién de espin.
En principio, dado que el fotén posee espin s = 1 seria g; = 2s + 1 = 3. Pero esto no es
verdad debido a la forma que tiene la ecO relativista que satisface la funcién de onda del
foton. La funcién de onda con proyeccién de espin 0 no satisface dicha ecuacion , por lo que
s6lo puede tener proyeccién +1(9) Este hecho estd relacionado con las dos polarizaciones
transversales independientes de una onda plana. . Por estas consideraciones obtenemos:

2
e“de
9(e)de =V ama
Por tanto las ocupaciones seran
d
dn(e) = LE&
erT — 1
%4 e2de

m2h3c3 evT — 1

Para relacionar estos resultados con los ya conocidos los reescribimos en términos de fre-

cuencias. Como € = hv
87V v3dy

hv

dn (v) 3 761” T

9El neutrino es una particula de espin s = % que solo aparece en la naturaleza con proyeccién —%. Y su

antiparticula solo existe con proyeccién %
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resultado a partir del cual podemos obtener la densidad espectral de la radiacién en la
cavidad

hvdn (v)

Vdv
8th v3

—
3 ert —1

p(w,T) =

Esta expresién es la Ley de PLANCK para la radiaciéon del cuerpo negro.La densidad de
energia electromagnética se deduce de la férmula anterior como

p@) = [Tpwra
kT)*

15 (hc)?
= oT*

—~

2

En cuanto al nimero de particulas por unidad de volumen

= p73

Este resultado es muy interesante ya que muestra que el nimero de particulas no es real-
mente una constante, sino que, varia con la temperatura al cubo. Ahora bien, una vez
alcanzado el equilibrio a una cierta temperatura n permanece constante. Ademéas podemos
calcular la energia media que porta cada fotén

p(T)

n
2

m
= ST
5

~ 2T

g:

El principio de equiparticién de la energia establece que la energia media por grado de
libertad del sistema es %kT (menos los osciladores unidimensionales, que llevan kT'). Cada
fotén no lleva en media una energia %ij como las particulas puntuales no relativistas, sino
una cantidad préxima a 2kT.
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Figura 6.12: Ley de PLANCK y las aproximaciones de RALEIGH y de WIEN.

Limite de frecuencia baja,’;—; — 0

En este caso, desarrollando en serie la exponencialtenemos la siguiente férmula
8
v,T) ~ —kTv?
p,T) = —

a la que también se llega en la teoria clasica suponiendo que cada modo de oscilacién a
cada frecuencia v lleva una energia de kT. Es asi como RAYLEIGH y JEANS obtuvieron
una solucién errénea para el conjunto del problema.

Limite de frecuencias alta 2% — oo

En este caso
8mh 4
v

_ hv
——v'e kT
3

p (v, T) ~=

expresion que se denomina ley de WIEN y, que fue obtenida admitiendo que los modos de
oscilacion del campo electromagnético en la cavidad seguifan la esMB.

6.6. EIl limite clasico de las estadisticas cuanticas

Aqui haremos una comparacién de las tres estadisticas. En orden de aparicion:

eq __ —a+—Leg
’I’Li = gke
eq 9k
n, = —
e()i-‘rﬁek + 1
eq 9k — 1
nk = —_—
ea“rﬁ&k — ]_

y de forma unificada podemos escribirlas asi

iy 5= et
T
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con ¢ valiendo 0 para MB, —1 para FD y 1 para BE. Si se cumple que Ve; £- > 1, entonces

Uz

Ji | 5o I partpe
U g

es decir, las dos estadisticas cuanticas se confunden con la esMB. La tinica posibilidad de
que se de la condicién expuesta Vey es que e sea un nimero muy grande.

e > 1

Se trata de un resultado muy interesante ya que nos permite predecir, por ejemplo, que
las propiedades del gas de fotones no tienden bajo ninguna circunstancia a las de un gas
clasico. Para un gas de particulas relativistas con masa m a utilizamos la expresién hallada
en MB (puesto que es el tinico caso en que hemos deducido «).

3 3
ea—é—z mkT\? _ 1 (mkT">
N N \27r2)  n\27h2
Reuslta obvio que la condicién e® > 1 sélo se alcanza cuando la densidad de particulas es
muy pequena o la temperatura es muy elevada.

n<loT>1

Hemos deducido, por tanto, las condiciones en que se alcanza el limite clasico de las dos
estadisticas cudnticas. Ahora bien, podemos preguntarnos por qué son precisamente esas.

Debemos recordar que la diferencia primordial entre la esMB y las esCU radica en la
distinguibilidad de las particulas idénticas. En la primera hemos tratado éstas como dis-
tinguibles, lo que es falso en general. Existen, sin embargo, unos pocos casos en los que
este principio no se aplica y, el mas importante, es cuando las particuals se encuentran, en
media, suficientemente alejadas de manera que sus funciones de onda no solapan (aprecia-
blemente).

Si llamamos A a la longitud de onda del paquete de ondas asociado a una particula, dos
particulas estaran suficientemente alejadas si la razén del volumen del paquete de ondas y
el volumen medio atribuido a cada particula es muy pequena.

A3 3
W ="n<1
Utilizando la férmula de DE BROGLIE:
2mh
1ol
27h
~ VomE
B 2m2h2
me
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y substituyendo en la ecuacion € por € ~ kT llegamos a la condicién
2N g
n
mkT

nKloT>1

es decir

Cuando se da alguna de estas condiciones el solapamiento de las funciones de onda es muy
pequeno y, en consecuencia, podemos tratar las particulas como distinguibles. En efecto,
cuando crece la temperatura, el tamano del paquete de ondas asociado a cada particula se
reduce y, finalmente, se hace muy pequenio comparado con el volumen medio por particula.
Si la densidad es muy baja, éste es tan grande, que las funciones de onda tampoco solapan.

6.7. Problemas

6.7.1. Enunciados
1.

a) Deduzca la distribucién de velocidades para un sistema de fermiones a tempe-
ratura 7' muy baja, de forma que podamos aproximar p(7T") ~ ey.

b) Calcule la velocidad media y la velocidad cuadritica media.

2. Obtenga la velocidad media de los electrones de un gas ideal cuya densidad es n =
% =10%2em 3.

a) Demuestre que la entropia de un sistema aislado, en equilibrio y, formado por
un N fermiones que no interaccionan entre si es

S=k> gin[l+e %] + akN + BkE

Verifique que en un proceso reversible el cambio de entropia es

dS = kB (dE + dW)

1

b) Demuestre que § = 4.

4. Repita el problema anterior para un sistema de particulas que obedece la estadistica
de BE.
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a) Utilice la relacién termodindmica P = — (5€) . para demostrar que la presién
que ejerce un gas ideal es
2F
p-=
3V

b) Deduzca nuevamente la ecuacién de estado de un gas ideal clésico.

¢) Determine la presién que ejerce un gas ideal de FD a T' = 0.

6. Obtenga de forma breve y razonada las expresiones de las dos estadisticas cuanticas
para sistemas en los que el nimero de particulas no es constante (gas de fotones).

Nota: En los problemas siguientes utilizaremos densidades de niveles, g(¢), por unidad

de volumen.
4

Datos: I'(n) = (n — 1), ¢((3) = %2’ (4) =%

7. El neutrino v y su antiparticula 7 tienen masa nula (por tanto se mueven a la
velocidad de la luz) y espin s = 1/2. En la explosién de una supernova se producen, en
un corto periodo de tiempo, numerosas reacciones en las que se generan y destruyen
este tipo de particulas. Podemos asimilar la poblacién de neutrinos a la radiacion del
cuerpo negro con la salvedad de su espin.

a) Obtenga la densidad de neutrinos en funcién de la temperatura.
b) Encuentre la densidad de energia por unidad de volumen.
¢) Suponga que

1) la supernova se encuentra a 10*® Km (1000 afios luz)

2) el radio y temperatura efectivos de la explosién son 1000 Km y 10K y que

3) todos los neutrinos se dispersan de manera isétropa. ;Cudntos de ellos lle-
garan a la Tierra?.

steyte = e [TEA T )

w2 (he e + 1 Co2s—1
k=810""eVK, Rrierra = 610°Km

Datos:

8. Deduzca la llamada ley del desplazamiento de WIEN.

AT = cte

a) Obtenga la densidad media de fotones por unidad de volumen que componen
la radiacion del cuerpo negro a una cierta temperatura.

b) Determine la densidad media de energia por unidad de volumen a la misma
temperatura.
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Utilice

| =)

e +1
10. Determine la ley que obedece la potencia total radiada, por unidad de area, por un
cuerpo negro.

6.7.2. Algunas soluciones

Ejercicio 8

AT = 0,3cmK

Vamos a introducir una densidad espectral no en términos de v sino de .

pAT)dN = —p(v,T)dv

el signo — aparece porque v = § de manera que % = —+z. Como las densidades se definen
siempre sobre un intervalo positivo conviene hacer esto.
dv
,D()\,T) - 710(’/()‘) 7T) a
_ 8mh V3
a8 et — 1

simplificando
8mhe 1

The
A e/\kLT

p(A\T) =

she. (como A € R* se tiene que z € R*)

@ T) = 87r<hc >5(kT)5 1

definimos una nueva variable x =

AT (hc)4 et —1
(kT)® 2P
= s
(he)* e =1
5
T
= o) er —1

tenemos que derivar para encontrar el maximo

di (x5 (e¥ — 1)_1> 5at (e —1) ' —ad (e® —1) P e”
x

= 5at(e"—1)7" <er - )
5
=0
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Figura 6.13: Dentro de una caja, p (T'). La energfa por unidad de tiempo y unidad de drea emitida
en cualquier direccién por un orificio es R (T').

para que esto se anule la unica posibilidad razonable es que lo haga el dltimo factor, lo
que da pie a una ecuacién trascendente que hay que resolver numéricamente

1—ev-2_p
€ 5

de aqui obtenemos un x,, ~ 5. Deshaciendo el cambio
hc

kx,,
0,3A x K

AT =

R

Ejercicio 10

€ es la energia
dn (c) = / dn (e, 9)
Q

Como no hay ninguna direccién privilegiada, debemos suponer que
dn (£,92) = a () dQ

la integral es entonces

dn () =a (5)/ dQ = 4ma (¢)

Q

de donde a (¢) = dZ—Ef) y

dn (g,82) = dzi((g)dQ
7I

vamos a introducir otra densidad de energia, ya que la total

p<T>é/0°°sdn<e>
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Figura 6.14: Planteamiento geométrico del cilindro.

no nos sirve: necesitamos una nueva densidad: la de los que tienen por direccion €2

1 [ 1 > dQ)
p@1) = [ eane) = o5 [ ednte) = Tom)

Supongamos ahora un cilindro orientado segtn €2, con normal n (), drea transversal A = 1
y longitud ¢ x 1s.;Cuéntas particulas hay dentro?

P (Q7 T) X Veitindro = €p (Q, T)

todas estas particulas en esta direccién transportan la misma energia. Definimos una den-
sidad de flujo de energia
S() = ep(2,T)n(Q)

Ahora queremos ver cudntas particulas atraviesan un A, pero no con direccién estricta-
mente perpendicular, sino en cualquiera. La diferencia con antes es que tenemos un cilindro
no recto, y su altura es ahora ¢ cosa = cn- A. Entonces la energia total por unidad de
tiempo que atraviesa A es

/QS(Q)-AdQ

no me interesa esa superficie, sino el orificio de nuestra caja (ver sistema de referencia en
la figura), donde n () viene caracterizado por un par 6, ¢. El orificio tiene por normal j.
Entonces
R(T)z/ S(Q) -jd = ep(Q,T)n(Q) -jdQ
* Q*
(hemos puesto Q* porque los dngulos ahora, para que las particulas sean salientes, no son
todos, sino 6 € (0,7) y ¢ € (0,7)) en esféricas,

r
n= m = (sin @ cos ¢, sin f sin ¢, cos )
r
de esto
n-j=sinfsing¢
con lo que

R(T) = ‘:”Zl(?/oﬂdqs/oﬂde sin f sin fsin ¢ = Ep(T)
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como

cen? (kT\® c
T)=-"—(-—=| kT = -aT* = oT*
p(T) 415<hc) 1T

Ejercicio 9

La energia total es la suma del niimero de particulas con una energia dada multiplicado
por esa energia

/Oooedn(s) — Er

Como

con el cambio z = 5
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7 Transiciones electromagnéticas

Lo que se pretende en este capitulo es obtener la expresién general para las probabili-
dades de transiciéon y saber cudl es el origen de las reglas de seleccion.

El estudio riguroso de las transiciones, que se dividen en inducidas y espontdneas, no lo
vamos a hacer. La utilidad de la teoria fenomenolégica de EINSTEIN para las transiciones
electromagnéticas deriva de que proporciona una expresion para la probabilidad de las
transiciones espontaneas en funcién de la probabilidad de las transiciones inducidas. Como
utilizando la mecanica cudntica no relativista no se puede determinar més que esta tltima,
la teoria de EINSTEIN se erige en complemento imprescindible para una teoria completa
de las transiciones electromagnéticas a un nivel elemental.

En cuanto a las reglas de seleccidn, son un conjunto de condiciones que permiten asignar
probabilidad cero a las transiciones entre estados que no las satisfacen, es decir, acotan los
estados accesibles a partir de uno dado, identificando las transiciones imposibles.

7.1. Teoria fenomenolégica de las transiciones de Einstein

7.1.1. Planteamiento

Para simplificar al méaximo, vamos a considerar dos niveles de energia no degenerados,
FE; < FE5. Si entre estos dos niveles se produce una transicién, escribiremos la energia
intercambiada con el campo como

hw = Ey — Ey

Como hemos dicho, g1 = g2, de modo que a cada energia le asociamos un tnico estado
y no una coleccién de ellos. Supondremos que tenemos un numero enorme, N &~ N4 por
unidad de volumen de estos sistemas ficticios (dtomos generalmente) con dos niveles. Ny
y N5 son las poblaciones respectivas por unidad de volumen de los N sistemas con niveles
de energia Fy y Es, de modo que N = Ny + Ns.

7.1.2. Transiciones espontaneas e inducidas

Se postula la existencia de tres tipos de transiciones.

1. Emision espontdnea. Experimentalmente se observa que siempre ocurre del estado
de mayor energia al de menor energfa. El sistema pasa del nivel 2 al nivel 1 sin que
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nosotros hayamos hecho nada para provocarlo. La velocidad con que ocurren estas
transiciones la vamos a escribir como

dNy
(&), == -

Lo que EINSTEIN postula es que la velocidad de disminucién de la poblacién es
proporcional a la poblacién restante. Entonces el coeficiente A se puede interpretar
como una probabilidad por unidad de tiempo de que uno en concreto sufra una
transicion de 2 a 1.

Emision inducida. Uno de los sistemas pasa de 2 a 1 en presencia de un campo
de radiacién externo, que sera caracterizado por una densidad de energia por unidad
de volumen e intervalo de frecuencia p (w). EINSTEIN postula que la velocidad con la
cual disminuye por este proceso particular la poblacién del estado 2 es:

d.N:
<dt2>H = —Bai1p(w) N2

El producto Bajp se interpreta andlogamente a la cantidad A como la probabilidad
de transicién por unidad de tiempo de que un sistema concreto pase del estado 2 al
estado 1.

Absorcion inducida. Se postula que
dN;
— =B N
< d‘t >Z<— 12p (w) !

de nuevo Bjap tiene el significado probabilista, y por tanto dimensiones [Ba1p (w)] =
.

7.1.3. Transiciones en presencia de un campo de radiacién

En presencia de radiacién, se producen los tres tipos de transicién simultdneamente.
Tenemos que la poblacién de sistemas en el estado 2 varia del siguiente modo:

dNy

i —AN3 — Ba1p (w) No + Bi2p (w) N

ademas N = Nj 4+ Ny permite obtener inmediatamente

AN, dN,
dt  dt

Reescribimos nuestro resultado

dNs

—= = —P,,No+ P, N
aQ 2 + FapiVq
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7.1 Teoria fenomenoldgica de transiciones

utilizando las probabilidades por unidad de tiempo de emisiéon y de absorcién, respectiva-
mente P.,, v Py

Pem = A —+ B21p (w)

Py = Biap(w)
Vamos a intentar obtener relaciones entre los diversos coeficientes, A, Bio, Boy. Para ello
vamos a utilizar argumentos de Fisica Estadistica.

Dejamos que el sistema evolucione durante un tiempo suficientemente largo hasta que
alcance el equilibrio caracterizado por

dN;  dN,
dt — dt

Sobra decir que es un equilibrio dindmico (transiciones compensadas):

PemNQ = Pale

de donde
Puwy N»  Biap(w)

Pem B ﬁl N A+B21p(w)
La estadistica de MAXWELL-BOLTZMANN (esMB) establece que en el equilibrio el ntmero
de particulas que ocupa un nivel de energia cualquiera del sistema es

Ei
N; o giett

donde g; es la degeneracién y k = 1,3805 x 10 16erg x K—! = 8,6178 x 107 %V x K~ ! es
la constante de BOLTZMANN. Aplicando esto a nuestro caso, en el que las degeneraciones
son 1

_Ey
N2 e kT _Eo—E4 _ hw
_— = 3 = e kT = e kT
1
N o5t

hemos expresado el cociente entre las poblaciones en funcién de magnitudes que conocemos:
frecuencia de la transicién y temperatura a la que estamos trabajando. Vamos a introducir
una hipotesis adicional, que es vélida muchas veces: el campo de radiacion es equivalente
al producido por un cuerpo negro. Gracias a la hipdtesis podemos precisar el valor de la

densidad espectral de energia
2

w
w)=—=n(w)w
p(0) =~ ()
La densidad espectral de energia en funcién de la temperatura y la frecuencia se muestra

en la figura 7.1. donde
1

W ="m

es el nimero medio de fotones por unidad de volumen, modo de vibracién y unidad de
frecuencia a la temperatura 7T'.

2
312 w hw

2.3 F
Pab_e_%i_ S s
- - w? hw
Pem A+B217r203 hw
ekT
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Figura 7.1: p (w,T). En a) se muestra la funcién para frecuencias en el visible (w ~ 3 x 10'*Hz).
En b) se muestra para temperaturas del orden de 102K. El grueso de la emisién se
produce en el infrarrojo. (Nétese la diferencia tres érdenes de magnitud para p entre
una figura y otra).
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10

Figura 7.2: 113;:: (n)

para que esto sea cierto para toda frecuencia y toda temperatura se debe cumplir que

Bis = By
th
4 = w2c3 Baz

si los g; > 1 la relacién que se obtiene es

g1B12 = g2Ba
hw3
A = 2 9p,
23 go

Este resultado es interesante en la medida en que con la mecanica cuantica no relativista
no podemos acceder a la determinacion de A, pero si a la de los coeficientes Bis y By
de la absorcién y emision inducida. Veamos cudl es la relacion entre la probabilidad de
emisisén por unidad de tiempo y la probabilidad de absorcion,

ﬁw3
P, = A+B12P=%(1+n)321
hwd
Py = WNBM
P _1+n
Py B n

En la figura 7.2 se puede apreciar que la probabilidad de emisién es muy superior a la
de absorcién para intensidades del campo de radiacién suficientemente bajas y que ambas
tienden a igualarse segiin aumenta la intensidad del campo de radiacién. La probabilidad
de emisién es suma de las probabilidades correspondientes a las emisiones espotaneas e
inducidas. Para que las emisiones espontaneas sean despreciables frente a las inducidas se
debe verificar 7 > 1. Esto implica que el denominador de

1

n=————>1
ert — 1

|
3k
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sea muy pequeno, es decir, que la energia de los fotones en el campo de radiacién sea
mucho menor que su energia térmica™™, kT

fw <1
kT
Las transiciones del éptico que nos interesan se producen entre los primeros niveles del
atomo de H, con energias y frecuencias del orden de
hw leV
w ~ 10%Hz

Q

Sabiendo el valor de k£ en eV y utilizando una temperatura del orden de la ambiente,
T = 10%K se tiene
hw

— ~ 10?
kT

T~102K

Para una temperatura mucho mas grande (1()4K ) se tiene

huw

— ~1
kT

T=~10*K

Para un rango de temperaturas razonable y frecuencias en el 6ptico las transiciones es-
pontdneas predominan sobre las inducidas. Dentro del marco de la Fisica Cudntica no
relativista no podemos calcular emisiones espontdneas, pero si las probabilidades de las
inducidas, con lo cual la formula fenomenolégica de EINSTEIN nos interesa mucho.

7.2. Analisis cuantico de los fendmenos de transicion

7.2.1. Expresion de la probabilidad de transicion

Veamos hasta donde podemos llegar combinando la ecuacién de SCHRODINGER, un mé-
todo perturbativo y ciertas aproximaciones mas o menos razonables.

Vamos a suponer que el 4tomo sélo tiene dos niveles, 4, f con Ef > F;. wy; =
Los niveles son no degenerados, por lo que podemos hablar directamente de estados.

E;—E;

Hli) = Eili)
") = Eflf)
escogemos |i) , | f) de modo que formen base ortonormal:
{ilf) = 0
(i) = 1
(f1f) =1

1Esta terminologia encontrard una justificacién cuando se cuente con las herramientas de la Fisica Estadis-
tica, mas adelante en el curso.
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Vamos a admitir que sabemos que en ¢t = 0 el estado del sistema es |i). La evolucién en el
tiempo es

[0 (£) = e R i), Vit >0

La probabilidad de transicion es

Py =1l O = =54 1] =171l =0

No hay manera de que el sistema pase por si solo de un autoestado a otro. Para que
la probabilidad de transicién sea distinta de cero nos vemos obligados a introducir una
perturbacién W (t). Es decir, no habré transicién si no la inducimos. Cuando se introduce
esta perturbacion el hamiltoniano cambia:

H — H =H+W(t)

vamos a suponer que es a partir de ¢ = 0 cuando comienza a actuar la perturbacion:
Yt <0, W (t) = 0. Para obtener v (t) debemos resolver la ecS dependiente del tiempo (ya
que en general la perturbacién depende del tiempo):

Lol .,
i = (1)

y aunque desconocemos quién es 1, podemos desarrollarlo en la base de autoestados(?) de
T —iZig . —iEy
[ (@) =ci(t)e™ i) +cp(t) e w0 [f)

Para imponer la condicién de que el sistema estd en |i) para ¢t = 0 debe observarse que
cy(0) = 0
de donde .
[4(0)) = e7" 70 i) = |4)

los autoestados |i) y |f) no tienen dependencia temporal, de modo que al introducir ¥ en
la ecS se obtiene

zhw = (ihc'ie_’%t + Eicie_’ETt) i) + (ihéfe_zﬁft + cfEfe_’ﬁft> lf)

El lado derecho de la ecS vale

H' [ (1)) HIY () +W (@) [ (2)
= ciefi%t (Ei + W) i) +cpe™”

E
i
-t

(Ef +W)IF)

2En este caso los estados |i) y |f) no son autoestados del operador hamiltoniano (#'), pero forman una
base del espacio (obtenida como autoestados del operador sin perturbar, H).
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© o o o
N A O ®©® R

t

5 10 15 20
Figura 7.3: Valores de ¢; (t) ~ 1y ¢y (¢t) ~ 0.
Utilizando los dos ltimos resultados en la ecS (igualdndolos) se tiene
I S T Lt i —iBigyas Bty
th{ée "Ry +épe O f) ) =cie ROWI) +cpe” TRIOWf)

Esto se resuelve proyectando sobre (i| y sobre (f|. Las dos ecuaciones que se obtienen
gracias a las relaciones de ortonormalizacion son:

T cie R WD) + cpe T G W IF)
i i f

B B;
R

ihege™ T = e W) 4 ope T T (IS

sistema de edos de orden 1 en el tiempo. Buscamos los coeficientes ¢; (t) , ¢y (t). Al elemento
de matriz (a|W|b) lo llamaremos Wy,. Aunque es posible resolver de forma exacta este
tipo de sistemas si la dimensién es finita y relativamente pequena, vamos a introducir un
método de aproximacion que se utiliza habitualmente cuando tenemos un sistema infinito-
dimensional®): si suponemos que la perturbacién que actia sobre el sistema es muy débil,
durante un tiempo razonable se cumplird que ¢; (t) ~ 1y ¢f (t) >~ 0 (ver figura 7.3).

Cuando tenemos un sistema de edos o de ecuaciones integrales podemos sustituir en la
derecha la primera aproximacién con lo que obtenemos una nueva aproximacién, mejor.
Al proceder asi, por iteracién de aproximaciones sucesivas, las ecuaciones quedan

R _iEi
ihce PRt = eI,
Er E

P St _iZf
ihcre = e lhtWﬁ

En realidad sélo nos interesa conocer cy. Despejamos ¢y e integramos para obtener

1" v
cr(t) = E/o ert Wy (') dt' + cte

3Este método aproximado resultard también apropiado para tratar casos de dimensién finita, aunque estos
puedan resolverse exactamente. Veremos mas adelante que es una aproximacién razonable.
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pero como ¢y (0) = 0, cte = 0. Esta primera aproximacién® (vélida en muchos casos) me
da la probabilidad de transicién como:

1 2

2
Pip=les O = +5

t
0

Las aproximaciones utilizadas anteriormente para resolver la ecS dependiente del tiempo
reciben el nombre de teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a primer orden. Asi,
hemos obtenido en teoria de perturbaciones a primer orden la expresion de la probabilidad
de transicién P;; inducida por cualquier perturbacién W (t) que nos den. Pero la que nos
interesa es la causada por un campo electromagnético incidente sobre el sistema.

7.2.2. Llega la perturbacién: radiacion electromagnética

Vamos a ver qué sucede cuando hacemos interaccionar al &tomo con un campo electro-
magnético. El hamiltoniano es(®)
1
- 2m

(el superindice ¢ identifica el potencial de COULOMB). Este hamiltoniano ha sido obtenido
por el principio de sustitucion minima

H (P+§A)2—e¢+vc

H — H =H-—ep
oL e e
p=mv — P=—=mv—--A=p—--A

or c c
H’ es el hamiltoniano més sencillo cuya extensién relativista es invariante frente a trans-
formaciones de LORENTZ (es un postulado sélo justificado por la concordancia con el
experimento). p es la cantidad de movimiento mv, la cual coincide con el momento li-
neal antes de introducir el campo electromagnético externo. Pero en presencia de éste, el
momento lineal® es P = mv — A y no p = mv. La magnitud a la que asociamos un

4para convencernos de la bondad de la aproximacién realizada sobre los coeficientes verdaderos, examinemos

una ecuacién del tipo % = kf, f(0) = 1. Resolvdmosla utilizando aproximaciones sucesivas. Como

aproximacién de orden cero tomamos f(9) (t) =1 y hacemos
1
df® RO g
dt

para llegar a la siguiente aproximacién de orden 1, f(1) (t) = kt + cte = 1 + kt. En la aproximacién de
orden 2 tomamos @)
dFEE) £
dt

y obtenemos f(2) =1+kt+ %ktz. Procediendo de esta forma mediante aproximaciones sucesivas se va
llegando al desarrollo de la exponencial. Lo que hemos hecho nosotros antes es quedarnos en primera
aproximacion.
5El signo + se debe a que la carga del electrén es —e.
6La cantidad de movimiento (p = mv) coincide con el momento lineal (%—f) siempre que no existan fuerzas

dependientes de la velocidad (como la fuerza magnética. ..). El momento lineal es el momento conjugado
de r.
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operador (en concreto —ifiV) es el momento lineal, P = mv — €A y no la cantidad de

movimiento p = mv. ‘
o= (P+3A)2 gt Ve
2m c
¢, A son los potenciales del campo externo, V¢ es el del campo interno en el sistema
(CouLoMB, por ejemplo) y m puede ser la masa del electrén o la masa reducida en el
problema de dos cuerpos. En el sistema cgs, que es el que estamos usando

E - _ve_ 124

c Ot
B VAA

Podemos romper el hamiltoniano en suma de dos términos: normal y perturbativo

H = P—2+VC+L(P A+A-P)+ < IA]2 — e
T 2m 2me 2mc?
2
H = T+Vey (-2 P-A+AP)+ - |AP et
2me 2mc?
H = H+W

donde vemos que la perturbacién tiene la forma (inmanejable):

e

2
€ 2
c2 |A| - €¢

W= 2m

= P-A+A-P
2me( + )+

El campo que vamos a aplicar sobre la particula no es uno cualquiera, sino el representado
por una superposicion de ondas planas, por lo que

» = 0
w2 ‘ 4
A (1'7 t) / deO (L(J) (el(k ‘r—wt) + e—l(k . r—wt))

1

Vamos a seguir trabajando utilizando el A (r,¢) de una onda monocromética: prescindimos
de la suma en frecuencias y nos quedamos, de momento, con la funcién subintegral. Luego
sumaremos sobre todas las frecuencias del campo incidente.

Aun asi, el asunto es complicado y necesitamos hacer aproximaciones que nos permitan
tener una férmula final para W que sea manejable

1. Vamos a trabajar en el gauge de CouLoMB(7)

V-A=0
"En espaifiol gauge a veces recibe el nombre de “invariancia de contraste”.
B = VAA
10A
E = -Vé¢——-——
¢ c Ot
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lo que implica

k-A = 0,kLA
P-A = AP

La utilizacion de este gauge no implica que los campos sean estacionarios; de hecho,
no lo seran.

2. La energia que transporta una onda es proporcional a |A|2. Vamos a admitir que la
perturbacion es pequeria, con lo que |Ag| < 1 lo que nos permite desechar el término
cuadratico en A. Con lo que llevamos dicho el hamiltoniano perturbativo vale

W=-"A.P
mc

Lo que queremos calcular es la probabilidad de transiciéon de i a f,

1 2

Py =le O = 5

t
/ eiwfit Wfi (t/) dt/
0

para lo que necesitamos Wy;. Como tenemos ya el hamiltoniano de la perturbacion,
podemos empezar a calcular

eiwf,ﬂ,thi (t) —  lwrit <f| iAO (w) .P (ei(k~R7wt) + efi(k~R7wt)) |’L>
mc

<f‘ iAO . Peiik. R ‘Z> 6i(w+wfi)t + <f| iAO . Peik~R |’L> 6i(wfifw)t
mc mc

acabamos de separar la dependencia temporal de la espacial (una dentro del sandwich
y la otra fuera). Ahora tenemos que hacer la integral en ¢

t i .
o, - 1 — eilwritw)t
[ e W@y = (]S AP R S
0 mc o
e N ei(wf,i—w)t
+(f| —Ao-Pe™ R i)
mc wf —w

3. Simplificacién (que no tendrd validez universal): estamos interesados en las transi-
ciones entre aquellos niveles del atomo de H, donde se verifica

hwyp ~ leV
wp R 10" Hz

Los potenciales ¢, A no quedan univocamente determinados por estas relaciones. Se puede hacer el cambio

A — A+Vf
6 — o-2%

se pueden hacer elecciones astutas de f para que V-A = 0. A una eleccién de una pareja de potenciales
se le llama gauge o invariancia de contraste.
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y dado que para provocar una transicién entre dos estados o niveles cuya diferencia
de energia es hwy;, parece razonable(®) utilizar frecuencias w del campo similares a
wyi, resulta

w = Wy
1
Wrp — W

1
W+ Wi

> |

con lo cual podemos despreciar el término que va en la suma de frecuencias, y asi

1 — eilwri—w)t

¢
/Oei“’f"'t/Wfi(t')dt’ = i<f|%A0.Peik'R|i>

Wgi —wW
1 e ) 2|1 — gilwsi—w)t |
Py = 7‘ —A-sz'R" _—
f K2 <f| me 0 € |Z> Wi —w
-2 Wri—w
1 e FTRNEE [72 t}
= [ AP Ry — (7.1)
2

4. Hasta ahora se trataba de una onda monocromatica. En general, cuando tengamos
una superposicion de ondas planas

1 e R 12 [ 2 2
Py = gz | eae R [ @) —

w1 2

sin? [Li_w t}
d

donde Ay = |Ap|u. Vamos a buscar una muy buena aproximacién para la integral
(todavia es muy fea la expresién). El cambio de variable es

P ijfit
2
d
du = —wt
2
con lo que tenemos
2 e ) 2 “2 sin?
P_y=— —P.ue &R ’ t/ A 2 d
i—f K2 <f| me e |Z> “ | 0(“)' u2 U

aceptaremos que

u2 gin? y * ginZu
5 du ~ 5 du=m
v U oo U

Algunos valores para convencerse de lo acertado de esta aproximacion se dan en la
tabla 7.1. Si u es suficientemente grande (frente a 1) la aproximacién de la integral

8Por ejemplo, apoyandonos en el éxito experimental de la teorfa cldsica de la radiacién (asignatura OII),
que establece que la potencia emitida es méxima cuando la frecuencia natural de los osciladores atémicos
y la frecuencia del campo son muy préximas (el fenémeno tiene cardcter de resonancia).
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& -4 2 4 6
Figura 7.4: La funcién “2# (u)
kT
1 284
2 298
3 3.04

o

Cuadro 7.1: Valores de I (k) = szﬂ sinZu gy,

w2

a toda la recta es buena.
Tomemos, por ejemplo

wi = 0,lwp — wug —0,45w it
wo 10w — up = 45wyt

para que u; y us sean lo suficientemente grandes hace falta que
wyrit > 1

5. Considerar (y es generalmente cierto) que en el rango en el que Sif;“ toma valores
importantes Ag (u) toma valores constantes Ag (u) ~ Ag(0), o lo que es lo mismo

AO (w) ~ AO ((,Ufi).

Después de esta coleccién de simplificaciones la probabilidad de transicion es

€

2T 2 ik - . 2
Py =25 A0 O)F [(F]-Poue™ R i) | "¢

Habitualmente, se trabaja con p y no con A. Como para una onda plana monocromatica

[Eo(w)| = % [Ao(w)];

o) = B

w? |Ag(w)[?
4c?

http://alqua.com/IFC2 199



http://alqua.com/IFC2

7 Transiciones electromagnéticas

47 c?
Ao = 5-p(w)

y dado que Ag (u)|,_q = Ao (wy;) se llega a la siguiente expresion

87 p(wir) ik R |5\ |2
LA TR |(fleP-ue™ ™ |d)|"¢

Finalmente la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema haya transitado es

dP;; 812 p(wyps)

2
= 2 |
dt h2m? W

‘<f|eP-ueik'R|i)

Revision de las aproximaciones tomadas

1. (teorfa de perturbaciones a primer orden). Pasamos de ¢ = F'(ci,cf) a ¢ =
F (CEO),CE‘-O)), con cz(-o) =1ly Cgco) =0.

2. (perturbacién débil) |A]* < 1
3. (dos)

a) transiciones en el éptico: wyp; > 1.

b) heuristica de la teoria cldsica de la radiacién: w ~ wy;.
4. wfit >1

5. |Ap (w)| varfa lentamente y vale en nuestro drea de interés A (wy;)

Dado que la probabilidad P;; crece linealmente con ¢, dng es una constante tal como se

postula en la teoria de EINSTEIN. Por ello podemos escribir que

1 dP;
plwir) dt

872 p(wyi) KR 1|2
= m2m2 w2f |(fleP-ue™ R i)
i

Bif =

La variacién de las probabilidades de transicion tiene siempre la forma

APy
dt

(O]

donde O es un operador de transicion que varia segun la transicién sea electromagnética,
débil. . .
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alqua.com/figuras

Figura 7.5: Figura comparativa entre niveles de energia bien definida, que emiten un fotén de
frecuencia definida y niveles que forman una banda borrosa, que dan lugar a una
indeterminacién en la frecuencia del fotén emitido.

iHay conservacion de la energia?

Hasta ahora hemos supuesto que en una transicién electromagnética la energia del foton
es
hwy = Ey — E;

Sin embargo de la ecuacién 7.1 se deduce que la frecuencia del fotén puede ser distinta de
wyi, lo cual parece estar en contra del principio de conservacién de la energia, puesto que
en ese caso la energia que aporta el campo y la que se absorbe son diferentes

hw # hwy = Ey — E;

Puesto que no se puede medir la energfa de un estado con precisién arbitraria (en un
tiempo finito de medida), sino que la precisién depende de la relacién de incertidumbre

AEt~h

la diferencia entre niveles de energia es un tanto borrosa. Se puede ver en la figura 7.4 que
la probabilidad de transicién es razonable para frecuencias del campo (o de los fotones que
lo componen) tales que su diferencia Aw con w;y verifica

Awt <
Si multiplicamos esta expresion por i,
hAwt < hr

y tenemos en cuenta que a Aw le corresponde una diferencia de energfa (entre Ey — E;
la energia de los fotones que componen el campo) AE = hAw, se obtiene que

AFEt < hr=h

La relacién es compatible con la obtenida anteriormente, por lo que no se viola el principio
de conservacion de la energia. La vida media tipica de un nivel atémico puede ser del orden
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del nanosegundo, o sea, t =~ 10™s, con lo cual la incertidumbre en la caracterizacién de
los niveles atémicos es muy pequena

AE ~ = ~ 10"V

| =

Después de haber hecho estos comentarios serd més facil comprender el caracter resonante
que tienen los procesos de transicién. El intervalo de frecuencias del campo alrededor del
valor de w;s ~ 10 Hz para el cual la probabilidad toma valores apreciables es Aw =~
7/t ~ 10°. Aparentemente es un valor enorme pero, en realidad, se trata de una cantidad
ridicula comparada con el valor de w; ¢, tipicamente una millonésima de su valor. Dicho con
otras palabras, a la escala natural de frecuencias asociadas a las transiciones en el éptico,
la probabilidad de transicién se comporta casi como la distribucién 6(w — w;f).

7.2.3. La aproximacion dipolar eléctrica

Empezaremos con una aproximacién grosera que justificara el calculo posterior.

(e Ty = (I+ik-r+...)
R 1+2—7Ta +
~ )\ 0 e

= 1+o0(107°—-107")

como ag ~ 0,5A y A es una longitud de onda del espectro visible (del orden de 10% —10*A),
se puede despreciar el término %°.

Supondremos ademads que la luz incidente estd polarizada en la direccién del eje z, con
lo que u = (0,0, 1). Se puede obtener el coeficiente de EINSTEIN

8 2

Bis = iz, 11 P10
El operador P, puede escribirse
P. =M, 2]
con lo que
(1Pl = TFI, 2]

= Mz - zm)i)

AT

= imwyi (f |Z2]4)
de lo que se obtiene

Bif =

872 .
Tz |<f|@Z\Z>\2
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Gracias a la teoria fenomenolégica de EINSTEIN se puede dar la siguiente expresién para
el coeficiente de la emisién espontanea:

3

hwﬂ 8w§’ci 9
A=Ay = 5B = 55 [(fle2]i)]

Ahora podemos apreciar lo apropiado del calificativo “aproximacién dipolar eléctrica”,
puesto que el operador que gobierna la probabilidad de transicién es eZ, el dipolo eléctrico.
Vamos a estimar el valor de los coeficientes para energias del orden de (1 < 10)eV (el
espectro éptico o regiones préoximas a él)
8w , o

A =~ @6 ag
8w? , h?
—e
hed ™ m2et
8 (hw)® 1
m2c3 €2
8 (hw)® e 1
(me2)? €% h
8 (hw)® 1
a(me2)? h

~ (107 - 10%) s

Donde se ha preferido transformar las expresiones a evaluarlas directamente, utilizando,
entre otros datos, el valor de la constante de estructura fina o = ;—26 = F%(ver problemas),
la energia en reposo del electrén me? = 0,5 x 109V y A = 6 x 106V x erg='. Como se
puede demostrar facilmente, si la probabilidad de transicién por unidad de tiempo es A, la
vida media es del orden de %(ver problemas). Por lo tanto estas transiciones espontdneas

se producen en tiempos de entre 10~7 y 10~ segundos.

7.2.4. Relacién entre las prediciones cuanticas y las clasicas

Consideremos un conjunto muy grande de sistemas aislados que experimentan transicio-
nes espontaneas. En la unidad de tiempo el niimero total de sistemas que sufre transicién
de f a i (espontanea) es NyA. y como la energia que pierde cada uno es fuwy;, resulta que
la potencia emitida por el conjunto es

dW
——— =N:A ;
1 f hwf,

y rescatando la expresién del coeficiente A

dw 8W4i .
= 2 [ leZ]D)
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Por otra parte, la radiaciéon que emite un oscilador clasico de frecuencia wqy y amplitud zg
es porporcional a

wg (ear:o)2

con lo que hay una coincidencia en la dependencia funcional de la potencia emitida en la
frecuencia de radiacién (en el modelo clésico la radiacién emitida tiene la frecuencia de
oscilacién del oscilador wy).

7.3. Reglas de seleccion

Son conjuntos de relaciones que deben satisfacer los ntiimeros cudnticos de los estados
involucrados en una transicién para que ésta tenga una probabilidad no nula de suceder.
Dicho de otro modo, cuando los nimeros cuanticos asociados a los estados i, f no satisfacen
estas relaciones, P;¢ es cero.

Recordemos que P;; o [(f |[eZ] i)]* en la aproximacién en la que hemos trabajado. Por
lo tanto, para que F;f sea cero,

I
o

(f le2]4)”
e/drgb;ngi =0

La funcién de onda del estado a para el dtomo de H se puede descomponer como ya
sabemos:

Pa (1) = Ru,1, (1) Yoz, (Q)

Vamos a evaluar la integral para ver en qué condiciones la probabilidad es cero. Tenemos
en cuenta que z = rcosf y

e/dr Tanflf (r) Ry, (1) /dQ (le,ff) cos 9Y7£ji = el qq X Iang

De las dos integrales la tnica que se anula de forma sistematica, cuando se dan ciertas
condiciones, es la angular por lo que vamos a centrar nuestra atencién en ella. Como cos 6
no nos gusta, escribimos cos  oc Y (Q) y entonces

Tang / aQ (vil,) YoV

Tenemos una integral que contiene el producto de tres arménicos esféricos (autofuncio-
nes del momento angular). Para evaluarla es inteligente valerse de los CG para poner el
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producto de dos de ellos como una combinacién lineal de arménicos esféricos.

1+1;
Z C(1,0,1;,m;|L,m;) Y5
L=|1-1;]
= C(l,o,li,mi“i - 17mi) Yvilll_l +
C(l,o,li7mi|liami> Y,,i{l +
C(l,(),li,millle,mi)leni:rl
= aYll4pylit

Y5 ()Y, ()

La ultima igualdad se obtiene porque el CG intermedio es nulo (ver tablas). Hemos puesto
un producto de arménicos como combinacién lineal de otros arménicos donde los coeficien-
tes constantes «, 8 son CG. Ahora ya podemos afrontar el cdlculo de la integral angular

Iang

Lng /dQ (ARG a/dQ (vat,) v +5/d9 (vi,) vir

= Ol(slfli,l(smfmi +/6)5lfli+15mfmqj
En consecuencia, para que haya una probabilidad no nula de transicién debe cumplirse

ly € {liil}

condiciones que conforman las reglas de seleccién para el operador eZ. Si levantamos la
restriccion de que sea luz polarizada segin el eje z, las reglas son, en la aproximacién
dipolar eléctrica (que es buena para transiciones en el 6ptico):

my € {m;,m; £1}

En realidad, estas reglas de selecciéon no son exactas. Recordemos que la expresion de
Pif de la que se obtienen, aunque vélida para las transiciones en la regién del éptico, es
aproximada. Por ello cuando partiendo de un estado no hay ningun otro accesible por
medio de una transicion dipolar eléctrica, resulta posible observar transiciones a estados
que no satisfacen las reglas anteriores. Por supuesto P;; es extraordinariamente pequeia
lo que se traduce en una vida media extraordinariamente larga. Observemos el ejemplo de
la figura La transicion de [ = 2 a [ = 0 no es dipolar eléctrica porque los saltos de [ para
este tipo de transiciones son de 1. Sin embargo la transicién acaba ocurriendo porque es
la tnica posible.

Cuando estamos en el rango de energias de los rayos X (hiw = 1KeV) no se puede
dejar el desarrollo de la exponencial en los elementos de matriz en el primer término (v.
apartado 7.2.3). Se observan otras transiciones tales como las dipolares magnéticas o las
cuadrupolares eléctricas (las cuales llevan asociados operadores de transicién distintos al
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Figura 7.6: a) Transicién de [ = 2 a l = 0. b) La transicién de [ = 2 a | = 1 tapa totalmente
la transicién de I = 2 a I = 0 (la probabilidad de la segunda es tan pequena que
raramente se observa).

dipolar eléctrico eZ). Esto también ocurre en las transiciones entre estados nucleares. Alli,
las energias involucradas son del orden del MeV = 10V lo cual produce longitudes de
onda tipicas del orden de A = 100fm = 10~3A ), siendo el tamafio de los niicleos de unos
pocos fm. Por lo tanto la razén <§> no es despreciable.

Insistamos, para finalizar, que estas reglas de seleccién, aunque aproximadas, son validas
para transiciones en las que la energia intercambiada con el campo es del orden de magnitud
del eV. Han sido obtenidas sin tener en cuenta que el electron es una particula con espin.
En el préximo capitulo daremos (sin demostracion) las reglas de seleccién para funciones
de onda con buen momento angular total en las que se incluye el espin .

7.4. Problemas y ejercicios

7.4.1. Enunciados

1. [TS*] Justifique que el hamiltoniano asociado a una particula de masa m y carga e,
en interaccién con un campo electromagnético externo, viene dado por

_ 1

H =
2m

(P— %A)2 ted

2. [T] Demuestre que en el gauge de radiacion (V- A = 0) se verifica la siguiente ecua-
cién entre operadores.
P-A=A-P

3. [A] Sea
2

e
2mc?

w=-""Ap+ AP
mc

Demuestre que

a) el orden de magnitud del primer término es el del dipolo eléctrico del dtomo
veces el campo aplicado |E|.

2 |E|

b) larazén entre los dos términos de la perturbacién W es del orden de ag 5, .

9El fermi (fm) es la unidad de longitud habitual en fisica nuclear. 1fm = 1075A.
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4. [T] Demuestre que

COHH():%-I-V(X) y X=XV, Z.

5. [T] Sea A la probabilidad de desexcitacién espontédnea de un cierto nivel. Sien ¢ =0
la poblacién de dicho nivel es Ny,

a) determine la poblacién N (t) para cualquier tiempo ¢ posterior
b) encuentre el tiempo ¢/, para el que la poblacién se reduce a la mitad.

¢) obtenga el tiempo medio durante el que un atomo se encuentra en el nivel antes
de decaer.

6. [A] Calcule el coeficiente de EINSTEIN asociado a la transicién inducida entre los
nivelesn=1,1=0, m =0y n= 2,1 =1, m = 0. Suponga que la radiacién externa
esta polarizada segun el eje z.

7. [A] Deduzca del resultado anterior obtener el coeficiente de EINSTEIN A.

8. [A] Consideremos de nuevo la transicién del problema 6 inducida por una radiacién
externa cuya densidad de energia por unidad de volumen e intervalo unidad de fre-
cuencias es p = 107 erg x seg/cm?. ;Qué tiempos de observacién son adecuados
para la aplicacién de las expresiones obtenidas en la teoria?.

9. [A] Utilice las reglas de seleccién para determinar qué transiciones esponténeas son
posibles entre los tres primeros niveles de energia del 4&tomo de hidrégeno.

10. [A] Una particula de masa m y carga ¢ se mueve a lo largo del eje de las x sometida
a un potencial armonico de frecuencia w. Obtenga las reglas de seleccién para tran-
siciones inducidas por radiacién polarizada segun el eje x y cuya longitud de onda
es suficientemente grande (de modo que podemos aplicar la aproximacién dipolar
eléctrica).

7.4.2. Algunas soluciones
Problema 4

Hace falta saber las relaciones de conmutacion [X,, Pg] = ifidag y [Xa, X3 =0
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m im [ P?
T = 5Ty
im P2
- h( 9 aXa:|+[V(X)7Xa])_
_oam 1o
T h2m [P7Xo‘]

La componente o del momento lineal viene dada por la expresién

0
Pa = —’Lhaia

Si el momento lineal coincide con la cantidad de movimiento mx podemos demostrar esta
relacién como sigue utilizando que la derivada temporal de un operador O es

do 1
G [0, H]
de aqui se tiene que
1
DXa = = Xaa
-7 [Xa, H]
(donde D es el operador derivada) y ya que P, = mDX,, se tiene
im ih
a = T L Xou = 7on
Po= =T [0, H) = T, )

Problema 5

1. Lo que hay que hacer es resolver la ecuacién diferencial de EINSTEIN para transiciones

espontaneas
dN
— = —AN
dt

con la condicién inicial N (0) = Ny. La solucién es

N(t) = N()Q_At
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2. Para el tiempo t1 se obtiene trivialmente

N (t;) = NgeiAt% = %
2 2
de donde
e—At% _ 1
2
log 2
t% = A

3. Para hallar 7 tenemos que calcula la siguiente integral

() _7_/OOOtPD(t)dt

siendo Pp (t) la probabilidad de que un dtomo se desintegre en el intervalo de tiempo
t, t + dt. Podemos escribir

Pp (t) = prob de que no desintegre hasta ¢t x prob de que desintegre en t,t + dt

De acuerdo con la teoria que hemos estudiado, la probabilidad de que un atomo se
desintegre en un segundo (cualquiera) es A. Por lo tanto la probabilidad de que se
desintegre en el intervalo un intervalo de tiempo dt serd Adt. La probabilidad de que
un atomo no se haya desintegrado hasta el instante ¢ la obtenemos como el cociente
del nimero de dtomos que pueblan el nivel inicial en ese instante, Noe~4* y los Ny
iniciales. Luego
Noe~** —At
No

es la probabilidad de que no se haya desintegrado hasta t.

oo (oo}
T / tPp (t)dt = / te= A Adt
0 0

_ % /0 (At e (Ap)

1 oo
= 7 /0 ue “du
r'(2) 1!

Problema 6

Calcule el coeficiente de EINSTEIN asociado a la transicién inducida entre los niveles
n=1101=0 m=0n=2101=1, m = 0. Suponga que la radiaciéon externa esta
polarizada segun el eje z.
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Simbolo Nombre espanol Nombre inglés

T vida media (average) lifetime
t semivida half-life

pol—

Cuadro 7.2: Nomenclatura

Acudamos a la expresién de la teoria

87’1’2 2
Bioo210 = —5 |(210 [eZ] 100)|

Hay que calcular el elemento de matriz

(210]Z] 100) /dr ®310 (r) 2100 (r) = {2 = r cos 0}

/0 S ar 73 Ray1 (1) Ryo (1) / a2 (Yy)" (Q) cos0Yy ()

si usamos las expresiones de los arménicos esféricos que aparecen,

Yy (Q) = \/%cosﬁ

1
GG

™

y la expresién de diferencial de angulo sélido

dQ) = sin 0dfdp

obtendremos
3 e’} 27 T
2101211000 = Y3 [ dr Ry Ro / do | dfsinfcos?0
4 Jo 0 0
V3
- ElradXIang
1

= —I ad

\/g r

para hacer la integral radial hace falta buscar en una tabla las funciones R.

_3 _r
Rl() = 20,026 @0

1 -5 _r
Ryy = ——=ap?re @
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Sustituyéndolas

1 a3 [ r _3(r
21012]100) = % [T g ()2 (E)
Vv ()

= 1 (10 dpp467%p

V36 Jo

(con el cambio p = 2> en la segunda ecuacién). Ahora hacemos u = %p

ap 2 g o
2102100y = — ( = duute™
(210]2] 100) = 22 (3> /

en los examenes estas integrales son comunes, y se nos daré el dato final, en este caso
o0
/ duute™ =T (5) = 4!
0

Sustituyendo el elemento de matriz recién hallado en la expresién del coeficiente
18,2 2.2
2°7m< e*ag

310 h2

Una vez que tenemos esto podemos hallar la A facilmente (problema 7).

By =

Problema 7

hoy; 218 e2a? (hwyi)?

Ayp = = —
fi = 7203 T 310 B2, (he)?

2

utilizamos que ag = nt‘ez

21 (hwp)?
77310 o (e) (me2)?

E 3
usando los datos (que deberfan empezar a sernos familiares)
he = 1973eVA
me? = 0,5 x 10V
c = 3x100ms™t =3 x10%As7!
1
¢ T

luego A1s_op 4 X 10957 ! y la vida media es 7 ~ 0, 25ns .
El tiempo que tarda en decaer de un estado excitado al fundamental de forma esponta-
nea, como vemos, es bastante corto.
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